
Н. М. ГЮНТЕР

ГЕОРИЯ ПОТЕНЦИАЛА
И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЕ

< ОСНОВНЫМ ЗАДАЧАМ
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ

ФИЗИКИ

ПОД РЕДАКЦИЕЙ

акад. В. И. СМИРНОВА
и проф. X. Л. СМОЛИЦКОГО

ГОСУДАРСТВЕННОЕ ИЗДАТЕЛЬСТВО
ТЕХНИКО-ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ЛИТЕРАТУРЫ

МОСКВА 1953





ОГЛАВЛЕНИЕ•

Предисловие 7

Глава I. Вспомогательные теоремы
§ 1. О границах областей 11
§ 2 О функциях, определенных внутри обтасти 17
§ 3. Теорема Гюгонио—Ада.мара. Дифференцирование

функций, заданных па поверхности 21

§ 4. Конечное покрытие поверхности 26
§ 5. Формулы Острогрндского и Стокса 27
§ 6. Замечание об интегрировании неограниченных

функций 32
§ 7. О гармонических функциях ... 38
§ К. Тождества Грина 40
§ 9. Интеграл Гаусса 49
§ 10. Другое доказательство формулы Га>сса 52

Глава П. Теория потенциала

§ 1. Потенцичл простого слоя

§ 2. Непрерывность потенциала простого слоя

§ 3. Три теоремы о потенциале двойного слоя

§ 4. О нормальной произвоаной потенциала простого слоя
§ 5. Непрерывность нормальной производной потенциала

простого слоя 77

§ 6. Теорема о нормальной производной потенциала про-
простого слоя 81

<) 7. О нрошводных потенциала простого слоя 84

§ 8. Производные потенциала простого слоя с диффсрен-
цфуемой плотностью 87

§ 9. Нормальная производная потенциала двойного слоя 89

§ 10. Производные потенциала двойного слоя с дифферен-
дифференцируемой плотностью 91

§ 11. О сходимости некоторых интегралов 95
§ 12. О ньютоновом потенциале 96

§ 13. О первых производных ньютонова потенциала . . . 100
§ 14. О существовании вторых производных, ньютонова

потенциала 104
§ 15. Теорема Пуассона ПО

1*



4 ОГЛАВЛЕНИЕ

§ 16. О непрерывности вторых производных ньютонова
потенциала 113

§ 17. Производные ньютонова потенциала с дифференци-
дифференцируемой плотностью 115

§ 18. Классы функций НA, А, X) и поверхности Лк ... 118

§ 19. Потенциалы простого и двойного слоя для Л% . . . 123
§ 20. Ньютонов потенциал в области, ограниченной поверх-

поверхностью Ли, 127

§ 21. Прямые значения потенциала двойного слоя и нор-
нормальной производной потенциала простого слоя
на Лк ]29

§ 22. Замечания о потенциалах класса С^1) —

§ 23. Потенциалы простого и двойного слоя с суммир\е-

мой плотностью 131

§ 24. Ньютонов потенциал с суммируемой плотностью . . 141

Глава Ш. Задачи Неймана и Робэиа

§ 1. Постановка задачи Неймана

§ 2. Замена задачи А другой задачей

§ 3. Формальное решение уравнения (В) 152

§ 4. Исследование итерированных ядер 155

§ 5. Фактическое решение уравнения (В) 159

§ 6. Вспомогательная теорема 160

§ 7. Доказательство теорем § 5 167

§ 8. Условие, необходимое для того, чтобы Z. = 1 не было
полюсом 171

§ 9. Достаточность найденных условий 174

§ 10. Решение внутренней задачи Неймана 179

§ 11. Решение внешней задачи Неймана для случая (Е) и

для обыкновенного случая 184

§ 12. Фундаментальные функции полюса С = 1 и задача Ро-
бэна для обыкновенного случая —

§ 13. Фундаментальные функции полюса С = 1 и задача
Робэна для случая (J) , 189

§ 14. Фундаментальные функции полюса С = 1 и задача
Робэна для случая (Е) 193

§ 15. Исследование полюса ? = —1 для случая (J) . . . . 196

§ 16. Внешняя задача Неймана для случая (J) 201

§ 17. Фундаментальные функции полюса С = —1 для слу-
случая (J) 202

§ 18. Замечание о принадлежности решения задачи Ней-
Неймана к классу Я(/, А, а) 203

§ 19. О единственности решения задачи Неймана 208

Глава IV. Задача Дирихле

§ 1. Постановка задачи Дирихле
§ 2. Замена за шчи А другой задачей

§ 3. Формальное решение задачи С 216

§ 4. Фактическое решение задачи С 218



ОГЛАВЛЕНИЕ О

§ 5. Некоторые замечания об ядре АГ»A> 0) 220
§ 6. Доказательство предложений § 4 222

S 7. Две леммы, относящиеся к уравнению с ядром

Кп(Ю) 229
§ 8. Две леммы о потенциале двойного слоя ....... 232

§ 9. Следствия из лемм § 8 238
§ 10. Решение внутренней задачи Дирихле для случая (Е)

и для обыкновенного случая 239

§ 11. Исследование полюса С=1 для случая (Е) и для

обыкновенного случая 240

§ 12. Истолкование )сювий D2) 243

§ 13. Решение внешней задачи для случая (Е) 244

§ 14. Случай (J). Исследование условия: С = — 1 не полюс .
247

§ 15. Решение задачи с условиями E3); значение этих

условий 249
§ 16. Решение внутренней задачи Дирихле для случая (J) . 251

§ 17. Внешняя задача для случая (У) 253

§ 18. Замечание о принадлежности решения задачи Ди-

Дирихле к классу #(/, А X) 257

Глава V. Функции Грина и их приложения

§ 1. Функция Грина и ее основные свойства 261

§ 2. Решение задачи Дирихле для одного частного

случая 264

§ 3. Лемма Ляпунова 266

§ 4. Решение задачи Дирихле в общем случае 268
§ 5. Функция Ф. Неймана и ее свойства 271

^ 6 Решение задачи Неймана 277

§ 7. Задача о стационарной температуре 278
§ 8. Функция Грина в задаче о стационарной температуре 285
§ 9. Функция Грина и уравнение Пуассона 287

§ 10 Задачи, относящиеся к уравнению Au = Lu-{-K. ¦ . 298

§ 11. Лемма 304

§ 12. Замечания относительно полюсов решения интеграль-

интегрального уравнения 307

§ 13. Замкнутость последовательности фундаментальных
функций в некотором частном функциональном про-
пространстве .

'

310
§ 14. Замкнутость последовательности фундаментальных

функций 314
§ 15. О разложении по фундаментальным функциям .... 317

§ 16. Функции А Корна 321

§ 17. Интегрирование волнового уравнения 324

§ 18. О тепловой задаче ....". 331

§ 19. Замечание о задачах, связанных с лапласианом . . . 335
§ 20. Замечание о решении уравнения Пуассона и фунда-

фундаментальных функциях 336



Ь ОГЛАВЛЕНИЕ

Дополнения

I. Теорема Ляпунова о первых производных потенциала

простого слоя, плотность которого правильно непре-
непрерывна 341

Н. Теоремы Ляп} нова относительно нормальной производ-
производной потенциала двойного слоя 356

III. Теорема о вторых производных ньютонова потенциала 366

IV. Прямые значения потенциала двойного слоя и нормаль-
нормальной производной потенциала простого слоя на Лу . . 373

Биографический очерк 393

Список научных трудов 406



ПРЕДИСЛОВИЕ

Настоящая книга является переводом книги Н. М. Гюн-

тера „La theorie du potentiel et ses applications aux proble-
mes fondanientaux de la physique mathemat'que", вышедшей
в 1934 г. в Париже. Эга книга возникла из работ специаль-

специального семинара по теории потенциала, который Н. М. Гюн-

тер проводил в начале двадцатых годов в Лепит радском
университете.

Теория потенциала и связанные с ней вопросы математи-

математической физики уже с начала XIX века были в центре вни-

внимания математиков. Но до самого конца XIX века не было

проведено строгого исследования свойств различных потен-

потенциалов, и тем самым имелся целый ряд необоснованных мо-

моментов при применении теории потенциала к предельным за-

задачам математической физики. С другой стороны до конца

XIX века не было сколько-нибудь отчётливых и пьбоких

результатов, касающихся свойств решений этих задач при

приближении к границе.
Существенное значение в преодолении этих недостатков

имела известная работа А. М Ляпунова „Sur certaines que-
questions qui se rattachent aux problems de Dirichlet" A898 г.).
Книга Н. М. Гюнтера в некоторой части её была суще-
существенно связана с результатами этой работы, и цель этой кнгги

состояла в уточнении и более детальном исследовании свойств

различных потенциалов и связанных с ними предельных за-

аач математической физики.
При переводе khhi и в нее были внесены изменения. Они

сводились к следующему: уточнение изложения в отдельных

неточных местах, упрощение некоторых громоздких доказа-

доказательств и добавление новою материала. Последнее было сде-

сделано с тем, чтбы приблишть содержание книги к совре-

современному положению соответствующих вопросов науки.
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Перечислим наиболее существенные добавления и изме-

изменения.

В главе второй добавлено исследование потенциала двой-
двойного слоя в том случае, коы.а плотность удовлетворяет усло-
условию Гельдера, и, кроме того, приведено определение обоб-

обобщенного оператора Лапласа согласно И. И. Привалову и

соответсгвукщая теорема. В конце той же ыавы стелан ряд

существенных добавлений. Исследованы свойства потенциала
объёмных масс, простош и двойного слоя с гладкими плот-

плотностями и границами. При тех же условиях гладкости иссле-

исследованы сгойсгва прямых значений потенциала двойного слоя

и нормальной производной потенциала простого слоя. Дока-
Доказательство указанных свойств приведено в добавлении. Кроме
того, приведены недавние результаты, касающиеся свойств

потенциалов объёмных масс, простою и двойного слоя для

суммируемой плотности в предположении, что граница об-

области есть поверхность Ляпунова.
В третьей главе изменено доказательство применимости

формулы Грина к потенциалу простою слоя с непрерывной
плотностью. Добавлено доказательство единственности реше-
решения задачи Неймана, взятое из работы М. В. Келдыша и

М. А. Лаврентьева, и исследование свойств решения задачи
Неймана для гладких предельных значений и гладких по-

поверхностей.
В главе че1Вертой сделано лишь одно добавление, посвя-

посвященное исследованию свойств решений задачи Дирихле при

указанных выше условиях гладкости.

Наибольшим изменениям подверглась пятая 1лава, содер-
содержащая теорию функций Грина, и интегральные уравнения,
связанные с предельными задачами для волнового уравнения,
и уравнения теплопроводности. Изменено в начале главы до-

доказательство представления функции Грина потенциалом про-

простого слоя. Добавлен ряд оценок для функции Грина и

Ф. Неймана. Добавлен но"ый парафаф „Функция Грина и

уравнение Пуассона", посвященный исследованию функций,
имеющих интегральное представление, ядро которого есть

функция Грина или Ф. Неймана. Вводится при этом еще одна

обобщенная функция Грина. В связи со сказанным выше не-

несколько перестроено исследование уравнения Дм = La -j- К.
Изменено изложение основной теоремы о разложении по

фундаментальным функциям и теоремы В. А. Стеклова, При-
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«едены новые результаты о решении граничной задачи для

волнового уравнения, и в конце пятой главы сделано доба-

добавление о свойствах фундаментальных функций для областей

с гладкой границей.
Сложные доказательства ряда теорем в книге Н. М. Гюн-

тера были помещены в четырек дополнениях в конце книги.

В настоящем издании в дополнении первом упрощено дока-

доказательство за счет использования предыдущих результатов.

Существенно изменено изложение третьего дополнения. Чет-

Четвертое дополнение старого текста, посвященное вопросу
о замкнутости в классе ограниченных и интегрируемых
с квадратом функций, исключено, поскольку это вошло

в основной текст. Четвертое дополнение настоящего издания

посвящено изучению прямых значений потенциалов двойного

слоя на гладкой поверхности.

Указанные выше изменения и добавления в тексте про-

проделаны X. Л. Смолицким.
В конце книги даны биографический очерк и список

трудов Н. М. Гюнтера.
В. И. Смирнов





ГЛАВА I

ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ

§ 1. О границах областей

Мы будем предполагать всегда, что рассматриваемые об-

области ограничены конечным числом замкнутых поверхностей,

удовлетворяющих трёч условиям Ляпунова:
1°. В каждой точке поверхности существует определенная

касательная плоскость и, следовательно, определенная нормаль.
2°. Если !) есть yi ол между нормалями в точках от, и т2,

и г есть расстояние между этими точками, то

&<?г\ @<Х<1) A)

где Е и к вполне определённые числа.

3°. Существует число d, одно и то же для всех точек

поверхности и обладающее свойством: параллели к нормали

в точке т поверхности

пересекают не более чем

в одной точке часть по-

поверхности, находящуюся

внутри сферы радиуса d
и с центром в т (рис. 1).

Если d задано, то вся-

всякое число, меньшее d,
обладает тем же свой-

свойством, что позволит нам

выбрать d подходящим

образом. Мы назовем BbiuieynovtaHyTbie сферы сферами Ляпу-
Ляпунова.

В некоторой точке т поверхности выберем нормаль
в качестве оси ОС, выбрав оси О\ и Оч\ в касательной пло-

плоскости в щ.

N,

Рис. 1.
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В силу условия 3° уравнение части поверхности внутри

сферы Ляпунова с центром в т имеет вид:

С = ФE, г,), B)

где Ф(?, т() однозначная функция в некоторой области (Л)
ПЛОСКОСТИ (I, Т|).

В силу условия Г функция Ф(«, т,) имеет в (Л) первые

производные по ? и т,, которые в силу условия 2° непрерывны.
В дальнейшем поверхность будем обозначать E).
Пусть о— угол между нормалью к поверхности E) в не-

некоторой течке с осью ОС, а г—расстояние этой точки до т.

Если d настолько мало, что Ed? < 1, го для точек E)
внутри сферы Ляпунова имеем

<? < Er>- < Ed1 < 1

и, следовательно,

cos » > 1 — ~-

,>
^

•

С другой стороны,
1

cos a =

и поэтому

2

т. е.

cos 9 & 1_l?8rSli
2 2

V/ ЩГр(^-< _ --_ < _^L_ . C)

Лемма, Если d таково, что

Ed> < \ , D)

то сечение части V5) внутри сферы Ляпунова любой пло-

плоскостью, проходящей через ось ОС, есть непрерывная
кривая.

Заметим, что ка основании формул C) и D) имеем:

47 . E)



§ 1) О ГРАНИЦАХ ОБЛАСТЕЙ

Выберем плоскость сечения плоскостью 01 и рассмотрим
часть сечения для Е > 0. Рассматриваемое сечение проходит

через точку т. Пусть при движении по сечению из точки т

кривая первый раз выхо-

выходит из сферы в точке /и,, |Z
с абсциссой Е,. Пока-

Покажем, что внутри сферы
нет точек сечения с абс-

абсциссой, превосходящей Ej
(рис. 2).

Допустим, чго такие

точки есть. Пусть /в2 —
та из точек, абсцисса Е,

которой имеет наимень-

наименьшее значение. Тогда в

точке /иа касательная к сечению образует с осью О\ угол,
не меньший, чем угол между касательной к окружности
is точке 7И2 и осью О\.

Следовательно, имеем:

'откуда

Yd2 - s*'

v °Ь
и потому

'. ^1^A, 0I. F)

С другой стороны,

;,=-<?(?,, о)—Ф(о, о) = ф:(Ое,, о), (о<о< о

и поэтому

й- УЦ + Ц = ^/

Поэтому в силу G), F) и E)

el^i' °))Т- G)

49

что невозможно.
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Таким образом, предположение о существовании точки т.2
ведёт к противоречию, что доказывает лемму.

Кроме тою, из G) и E) следует:

d
_

d 7 _, .. 7 _,

т. е. область (Л) звёздна относительно точки т и содержит
7 ,

круг радиуса---а с центром в т.

Теорема. Если поверхность E) удовлетворяет трём
условиям Ляпунова и условию D), то можно указать
число ш, обладающее свойством: всякая прямая, образую-
образующая с нормалью в т угол меньше, чем ш, пересекает не

более чем в одюй точке часть (S), лежащую внутри
сферы Ляпунова с центром в т.

Действительно, в силу леммы сфера Ляпунова поверх-
поверхностью (S) разбивается на две части, которые назовём верхней
и нижней. Прямая, пересекающая поверхность (г>), в точке

пересечения переходит из одной части сферы в другую,
либо касается поверхносш (S). Прямая не может перейти из

одной части сферы в дру1ую, не пересекая поверхности E).
Пусть нормаль к (S) направлена в верхнюю часть сферы

и пусть cos a, cos p, cosf — направляющие косинусы прямой,

пересекающей по меньшей мере два раза (S) внутри сферы

Ляпунова. Покажем, что в (Л) найдётся точка (!¦„, т,0) такая,

что

cos у
— qV (Чо, 7j0) cos a — 4/ ($fl, yj0) cos [5 = 0. (8)

Действительно, если прямая касается поверхности E), то

равенство (8) имеет место в точке касагия Если прямая

пересекает поверхность E), то в двух смежных точках пере-

пересечения левая часть равепс1ва (8) имеет разные знаки, так

как в одной из точек пересечения прямая переходит из ниж-

нижней части сферы в верхнюю, в другой точке — из верхней
r нижнюю и образует с нормалью к (S) в первой точке

острый, а во второй точке тупой угол. Следовательно, в не-

некоторой точке (So> тH) области (Л) имеет место (8), так как

левая часть (8) непрерывна в (Л) и имеет значения разных
знаков. Из (8) применением неравенства Бунякоиского—
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Шварца следует:
cos2 f = (Ф^ cos a ¦ Е>; cos pJ < (cos2 а 4- cos2 ?) (Ф^2 4~

и далее

и в силу неравенства C)

I cos 11< ,--Х_-

Пусть
V 1+т*

со = arc cos

(9)

A0)

Тогда прямая, образующая с осью ОС yi ол меньше со, не

может пересечь (S) внутри сферы Ляпунова в двух точках.

Проведём через т пря-

прямую, образующую с О' угол

со; конус, образованный вра-
вращением этой прямой вокру!
оси 01, будем в дальней-

дальнейшем называть конусом Bш)
(рис. 3).

Когда d стремится к

пулю, со стремится к
-^.

Мы

будем предполагать всегда Рис. 3.
is дальне 1шем, что со больше

5-. Это имеет место, если выполнено неравенство D). Пред-
о

положим, что оси координат Ox, Oy, Oz выбраны прои s-

вольно. Так как

cos2 {Nx) 4- cos2 {Ny) + cos2 {Nz) = 1,

io один из углов {Nx), {Ny), {Nz) меньше ~.

Отсюда следует, чго одна из осей Ox, Oy, Oz образуем
с нормалью N угол меньше со, и параллели этой оси пере-

пересекают E) внутри сферы Ляпунова не более чем в одной
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точке. Отсюда вытекает, что внутри каждой сферы Ляпунова
уравнение поверхности имеет по меньшей мере одну из трёх
следующих форм:

z -- F(x, у), или х = F (у, г), или у = F (z, x). A1)

Заметим еще, что при выполнении неравенства D) можно

образовать прямоугольную систему координат, имеющую
точку т началом, и такую, что все три оси координат будут
внутри конуса Bсо).

Заметим, что угол между нормалью в какоД-либо точке

внутри сферы Ляпунова с нормалью в центре сферы не пре-

превосходит Ed'. Выбором достаточно малого d этот угол можно

сделать как угодно малым; если, например, Ed1 <С 0,017, то

вышеупомянутый угол меньше 1° и тогда угол со превосхо-
превосходит 89°.

Этот параграф заключим оценками, которыми в дальней-

дальнейшем будем часто пользоваться, главным образом начиная

со второй главы.

Пусть точка т лежит на части E) внутри сферы Ляпу-
Ляпунова с центром в т0. Тогда прямая тот пересекает поверх-
поверхность внутри сферы в двух точках и, следовательно, образует
с нормалью в т0 угол а, больший, чем си. Обозначая через г

длину тот, а через р
— проекцию этого отрезка на касатель-

касательную плоскость в т0, будем иметь:

р
= г sin a > r sin со

и, следовательно,

Поэтому из неравенств C) и D) следует:

- а?Х- A3)

Кроме того, имеем:

г = Ф (?, г)) = Ф (;, т() — Ф@, 0) = S Ф; ('J5, Ц) + т] Ф'Т| (fj«,

@ < Ь < 1).
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Применяя неравенство Буняковского и учитывая A3),
найдем:

Пусть Af нормаль в какой-либо точке поверхности E);
будем её считать направленной в ту же сторону от поверх-

поверхности, что и ось С. Для гочки внуфи сферы Ляпунова имеем

в силу E) следующую оценку:

lb

т. е.

f\ +%

>i. A5)

Пусть йз<°) означает элемент площади каса!ельной пло-

плоскости ?tj, в которой проектируется элемент площади rfa

поверхности (S). Если в плоскости 5-rj ввести полярные

координаты (р, ср), то в силу A5) имеем:

|^ 2da@) "^ 2P ^ rf?" A6)

Наконец, из неравенства (9) следует такой вывод: пусть г

есть расстояние между двумя точками E), и N нормаль к E)
в первой из этих точек. Если г < d, то прямая, соединяю-

соединяющая эти точки, пересекает чааь E) внутри сферы Ляпунова
с центром в первой точке не менее двух раз и поэтому

cos (rN) | = | cos 11 < E rl,
'

'u | cos (гЛОК&Ч A7)

"§ 2. О функциях, определенных внутри области

Поверхности, которые удовле!воряют трём условиям § 1,

мы будем называть поверхностями Ляпунова.
Будем всегда предполагать, что граница области (D)

I'ocrom из конечно! о числа замк^щьу^иоверхностей Ляпунова.

2 Зак. 749. Н. М Гюнтер
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Непрерывные функции, определённые внутри области (/)),
будем делить на три категории:

а) будем говорим,, чю функция ючки т

/(т)=-/(дг, у, г)

непрерывна внутри (D), если каково бы ни было положи:ель-

ное число г, можно найш для каждой ючки tn0 число Ао
такое, что

|/(/я) — /("г0)|<г> ес-ш tntno<ho',

б) будем говорить, чю функция / равномерно непре-

непрерывна в (D), если число Ао не зависит от положения точки т0;
оно югда равно числу А, зависящему только от е;

1') будем говорить, чю функция / правильно непрерывна
a (D), если для любой пары ючек т0 и т, расстояние между

коюрычи равно г, имеем:

1де А и л — определенные числа, не зависящие or m0 и т.

Функция правильно непрерывная, очевидно, равномерно

непрерывна.

Теорема. Если функция f (т) равномерно непрерывна
внутри (D), то f {т) имеет определенный предел, когда т

стремится и точке т0 границы (D).
Дейс1пи!е.1ьно, можно указать такое Ло, что для любой

пары точек т} и т2 'области (/)). для которых т,?к.2 < Ло,
имеем:

Обозначим через » (Л) точную верхнюю грань чисел

|/(»г,) — /(;ио)|, где тх и щ„ любая пара точек из области (D),
для кочорых /и,т., < Л, i де 0 < h < /z0.

Очевидно, 0-^9(^)^1 и ?№ неубывающая функция п.

Так как функция /(/и) равномерно непрерывна, ю »(А)—>0
при Л->0. Из определения в (А) имеем: |/(/«j) — /(/ио)! <!»(А),
ЛИШЬ ТОЛЬКО /Н[/йо-^Л.

Ilycib теперь т0 ючка 1раницы облает (D). Тогда рас-
расстояние между двумя любыми точками ;и1 и иг0 обласш (D),

лежащими внутри сферы радиуса — с центром r m0, меньше А
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и поэтому

|/(m,)—/(iH2)! <<?(*)< в.

Ошода следует, чго f (т) имеет предел при т-*-т0.
Этот предел обозначим f(tn0). Считая в предыдущем нера-
неравенстве, что m4—>m0, получим:

I/O]) —/00I < ? (л)> если "V"o < ~2
•

Предел f(m0) есп. функция точек E), равномерно непре-

непрерывная на (S). Действительно, пусть т0 и да, две ючки

нонерхносш (S), рассюяпие между коюрыми г. Тогда рас-

сюяние oi точки т1 до любой точки т„ лежащей внутри

области (D) и сферы радиуса 1г с i енгром в т0, не пре-
восходиг Зг, поэтому

|/(ш,)-/(т„)|<?Fг)

и, следовательно, при т*-*-т0 получим:

что и доказывает наше утверждение.
Если f(m) правильно непрерывна в (D), то

и, таким образом, получаеХг.

|/(и* ,)-/(«„) |< i4Fr)»-6Mr^=

и, следовательно, предельные значения па (S) функции пра-
пильно непрерывной в (/)) образуют функцию правильно

непрерывную на (S). Отмешм, чю если /(да) равномерно
непрерывна к конечной области (D), то она 01раничена.

Теорема. Если первые производные функции /(/и)
ограничены в (D), то f правильно непрерывна.

Если точки ^и1 и ?и2 можно соединить отрезком, не пере-

пересекающим ($), ю высказанное утверждение есть непосред-
непосредственное следствие формулы Лагранжа, причем

а=1, A = BY&,
iде В есть верхняя граница модулей первых производных
функции /.

Если расстояние между /и, и т2 меньше--, а расстояние

oi каждой из них до границы больше ~-, ю их можно

2»
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соединить отрезком прямой, не пересекающим E), и заклю-

заключение теоремы действительно для этих двух точек.
,7

Предположим, что расстояние между т] и т2 меньше-^-,

а расстояние о: тг до i раницы не больше -„ . Если т1

лежит на нормали к (S) в точке т0, ближайшей к тх, то

рассюяние между ?л0 и ш, меньше d и обе точки тг и т2
находятся Buyipn сферы Ляпунова с центром в т0.

М(О)

Рис. 4.

Рассмотрим конус Bш) с вершиной в т0. Если т2 лежит

y конуса, то теорема доказана, чгк как т1 и т2 можно

соединить отрезком из (D). Остаётся предположить, что м,

Rue конуса Bш). Через точку т» проведём прямую, парал-

параллельную оси конуса, и пусть т' есть точка пересечения

прямой с поверхностью конуса.
Точка т! лежит внутри сферы. Действительно, расстояние

d
точки до оси конуса не превосходит тхтл
(рис. 4)

-у и поэтому

Так как уюл о между тгт' и т.2т' больше ш, то имеем:

гп\т' sin и
^

1 , . г

пцпи sin о
^

sinu)' ! sinto'



§ 3] ТЕОРЕМА ГЮГО11ИО АДАМАРА 21

где г расстояние между тг и /«2; аналогично

тж' < -.г .

2 SII1 ш

Отсюда следует, что

< 2/3 Л- -/-.
'

Sltl CD

§ 3. Теорема Гюгонио — Адамара. Дифференцирование
функций, заданных на поверхности

Предположим, что функция f(x, у, z) имеет внутри (D)

равномерно непрерывные первые производные. Ггри этих

df df df
условиях -4-t •—-, ?-

имеют определенные пределы, если т

стремится к точке т0 поверхности E). Эти пределы обо-

обозначим (-/-), f/-)i (-а !• Соединим две точки тг и т.г

внутри (D) кривой

такой, что функции ©(/), 6(t), x@ имеют первые производ-

производные. Значение / на кривой A8) есть функция t, и известно,

что

где / означает значение / на кривой.
Предположим теперь, что кривая A8) лежит на границе.

Значения (/), (g), gQ, (|) суть функции L

,
Лемм а. Если кривая A8) лежит на границе (D), то

Для доказательства леммы мы можем предположить, что

дуга тгт2 кривой настолько мала, что она расположена

¦ Сфере Ляпунова с центром в mv
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Пусть т' точка кривой A8), отвечающая значению t

параметра. Проведем через т' параллель нормали в тг и

отложим на ней внутрь (О) отрезок длины ч\. Геометрическое
место концов этих отрезков есть кривая (рис. 5)

X = <?(/) +7] COS (/Vx),

B1)

Поскольку формула A9) справедлива для кривой B1), имеем:

% = f'x [e-r-Ч cos (Nx), .1» \-r{ cos (/Vy), x 1 4 cos (/V*)]?'@ f.

откуда, итерируя

A—/=-J i/-l? r4c

если обозначить через /а значение / для t=tv

Риг. 5.

Так как функция под знаком интеграла стремится равно-

равномерно к своему пределу при т\, стремящемся к нулю, то

получаем, переходя к пределу:

f <о н ¦ (|) ¦/:

где (/,) и (/) означают пределы /1 и /. Деля последнее

равенство на ^— ^ и устремляя затем tx к t, получим B0).
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Предположим, что в областях, внутренних к сфере Ляпу-
Ляпунова, и ограниченных частью поверхности (S) и частями

сферы, заданы две функции / и F (различные, если они опре-

определены в одной и той же области) такие, что

f-^F на E). B2)

Предположим, что каждая из функций / и F имеет

в своей области существования равномерно непрерывные

первые производные

df
д~х

принимающие на

(К)
#

df
'

dy'
df.
'dz'

(S) значения

\ду)'

dF dF

dx' 'dy
dF

' dz'

fdF\ (dF
\'dy)' \~dz~

Теорема (Гююнио.— Адамара). Во всех точках (S)
имеем:

?f\-№\ AЛ-(А Ш_^
дх' ^дх>

^Wi_ ^ d-vl _ W; \дг) B3)
cos(Nx) cos (Ny) с

Предположим, что A8) есть произвольная кривая на E).
Так как во всех точках кривой (/) — (/г) = 0, то согласно

лемме

Так как кривая A8) расположена на E), го имеем:

о' (t) cos (Nx) -\- <У @ cos (Ny) -f- у/ (t) cos (Nz) = 0.

Исключая -//(/) из двух последних равенств, получим:
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Значения у' (t) и <!/ (t) можно выбирать произвольно, вслед-

вследствие чею имеем:

отсюда и следуют формулы B3).
Условимся называть выражение

1=(Йcos<"¦*>+(ь)cosm + (-2)cos (/v^ B4)

нормальной производной функции /.
Если на нормали к E) в точке тг возьмём точку т2 и

будем искать предел выражения

то придём к выражению B4). Легко видеть, что отношения

B3) равны следующему:

df
_

dF

cos3 (Nx) +... dn dn'

Равенства B3), следовательно, эквивалентны следующим:

/df\ fdF\ I df df ... .

{—-) — (-—==- / —-

, cos (Nx),\dxj \dxj \dn dnj v n

I df\ I df'\ f df dF\ isr s

-/- — -д )= -.- x-1 cos (Л/у),\dyj V dy) \dn dn J v ¦>¦"

( df \ I dF \ I df dF\ ,., ч

-/ —

-ъ-=-}- j~ cos (Nz),
\dzj \ az J \dn dn) v '

из которых вытекает:

Ш- %cos ^х)={тх) - жcos(/Vx)'

B5)
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Левые части равенств B5) не зависят oi выбора функ-
функции F, а правые

— от выбора функции /. Эти функции свя-

связаны лишь условием B2). Отсюда следует, что левые и пра-
правые части равенств B5) зависят только or значений функ-
функций / и F на E).

Если на E) задана функция ц, а функция / удовлетво-
удовлетворяет перечисленным выи е условиям и, кроме того,

го положим по определению

B6)

При условиях, которые были наложены па функцию /,
комбинации &>х\>-, 2,^, 3)-$- являются функциями непрерыв-
непрерывными на E).

Заметим, что комбинации B6) не независимы. В каждой
точке имеем равенство

cos (Nx) 3)XV- -f cos (Л/у) @уу. + cos (Л/г) д>гу. = О,

показывающее, что вектор с проекциями 3>xV-> 3>,jt-, 3>гУ-
лежит в касательной плоскости к поверхности.

Изучим этот вектор. Рассмотрим касательную плоскость

в некоторой точке т0 на E). Тогда каждая точка р касатель-

касательной плоскости из некоторой окрестности точки mQ является

проекцией единственной точки т части поверхности E)
внутри сферы Ляпунова с центром в т0. Функция \i на E)
определяет функцию \>.(р) в касательной плоскости, если

положить u. (p) = (i (m). Если определить функцию / равной
]i(p) в точках касательной плоскости и принимающей одина-
одинаковые значения вдоль перпендикуляров к плоскости, то

в точке т0 имеем —¦ = 0 и, следовательно,

ij

.,-(?)¦ .*-(¦?).
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Таким образом, изучаемый век юр равен градиенту функ-
функции / в точке ш0. При нашем выборе функции / этот гра-
градиент совпадает с градиентом фупкции \>-(р), рассматриваемой
как определённой в касательной плоскости.

Если функция у., заданная на (S), допускает комбина-

комбинации 3)ХЪ 3lyV-> &>sV-> To будем называть функцию \i диффе-
дифференцируемой на E).

Введение комбинаций Q)„и-, 3>vll> 3>ь\ь облегчает преобра-
преобразование интегралов по поверхности.

В заключение этою пара1рафа отметим без доказательства

формулы, часть из которых будет в дальнейшем использована.

О поверхности E) сделаем дополнительное предположе-

предположение: предположим, что в формулах A1) уравнений поверх-
поверхности функция F имеет вторые непрерывные производные.

При этом условии поверхность E) имеет непрерывные эле-

элементы кривизны, и справедливы формулы

#?#
cos (/-'-<Г>cos У-'У) i

cos (L"X) cos
B7)

1де R{ и R2—радиусгл кривизны главных сечений, имеющих
на поверхности (S) направления Ьь и Lv

Из формул B7) и им аналогичных следует:

2Х cos (Ny) = 2у cos (Л/х),
gij. cos (Ыг) = д>у cos (Л/л:),

д>у cos {Nz) -- -- Q)z cos (Nx).
В дальнейшем мы всфетимся с комбинацией

31х cos (Nx) 4 S>tf cos (Л/у) 4- g>. cos (Л/г),

которую обозначим /С; первая из формул B7) показывает, что

и значит К есть средняя кривизны (S).

§ 4. Конечное покрытие поверхности

Пусть E)—замкнутая поверхность Ляпунова. Покажем,
что можно построить конечное число сфер Ляпунова таких,
что каждая точка (S) была бы внутри хотя бы одной из сфер.



§ 5) ФОРМУЛЫ ОС 1 РОГРА.ДСКОГО И СТОКСА, 27

Действительно, рассмотрим куб с ребрами, параллельными
осям координат, и содержащий внутри поверхность E). Пусть
/—длина ребра. Пусть п — настолько большое целое число,

что имеет место неравенство

1
/

d

Разобьём куб на я3 малых кубов с рёбрами, равными q.
Некоторые из этих кубов будут иметь общие ючки с E)
и число Q таких кубов не превосходит пр. Если внутри или

на границе куба с ребром q находится точка т0 поверх-

поверхности (S), то куб находится весь

внутри сферы Ляпунова с цент-

центром в т0, так как диагональ куба
меньше d. Образуя так сферы
около каждого куба, имеющего

общую точку с (S), получим Q
сфер Ляпунова, обладающих упо-
упомянутым выше свойством (рис. 6).

Если радиус d сферы Ляпу-
Ляпунова удовлетворяет условию D), Рис. 6.

то уравнение поверхности внутри
сферы Ляпунова, а поэтому и части, лежащей внутри куба,
имеет одну из форм A1). Более того, при подходящем

выборе системы координат уравнение поверхности может

быть представлено в каждой ил форм A1). Это обстоя-
обстоятельство используется при выводе интегральных формул
Остроградского и Сюкса.

§ 5. Формулы Остроградского и Стокса

Теорема 1. Если конечная область (D) ограничена
конечным числом замкнутых поверхностей или кусков
поверхностей, удовлетворяющих условиям Ляпунова, и

если функции U, V, W имеют внутри (D) непрерывные и

ограниченные первые производные, то

С (dU.dV ,d\V\.
__

= [U cos (Nx) -f- Vcos (My) + Wcos (Nz)] rfa; B8)
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в эгой формуле /V означает направление внешней нормали
к E), d-—элемент объема, dn— элемент площади поверх-

поверхности.

Эта формула называется формулой Осгрофадского.
Доказательство теоремы имеется во всех курсах анализа

и проводится в предположении, что область (D) можег быть

разделена на конечное число таких более мелких областей,
что параллели координатным осям, выбранным подходящим

образом для каждой частичной области, пересекают границу
частичной области не более чем в двух точках. В качестве

более мелких областей можно взять кубы § 4. При этом для

куба, лежащего целиком внутри (О), формула B8) доказы-

доказывается сразу без привлечения новых координат.
В частичной области, прилегающей к границе, выбираем

такую систему координат, чтобы участок поверхности E)
пересекался прямыми, параллельными осям, не более одною

раза. Тогда полная граница такой частичной области пере-

пересекается прямыми, параллельными осям координат, не более

двух раз.

Ввиду произвольности функций U, V, W из B8) следуют:

t=- f U cos (Nx)dv,
(S)

Ф)

^jrf~= ( Wcos(Nz)dr}.

B9)

W)

Замечание. Нет необходимости предполагать
——

-=—,

непрерывными; достаточно, чтобы они были ограниченными и

интегрируемыми. Так как мы не будем пользоваться этим обобще-

пием, ограничимся указанием на возможность такого обобщения.

Перейдем к другой интегральной формуле—формуле
Стокса.

Пусть на поверхности E) заданы три функции a, ty, у;
предполаг аем их дифференцируемыми (в смысле § 3).
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Рассмотрим на E) некоторую часть (а), ограниченную

контуром (/).
Теорема 2. При перечисленных выше условиях имеет

место формула

/ [(?>,// — ®А) cos (Nx) + (®г? — 3)rt) cos (Ny) +

+ C!ji — Sly?) cos (Nz)\ dt= J <? rfx+ bdy -j- z ^, C0)

причем контур обходится так, что наблюдатель, вытя-

вытянувший тело в направлении N при обходе контура (/),
видит область (а) слове. (Предполагается, что система

координат правая.)
Допустим, что (а) разбита на части, для каждой из кою-

рых формула C0) доказана. Тогда при сложении левых частей

соответствующих формул получим интеграл по (о); при сло-

сложении же правых частей криволинейные инторалы по вспо-

вспомогательным контурам сократятся, так как но каждому участку
вспомога1ельных контуров в сумме встретятся два интеграла,
взятых в про1ивоиоложных направлениях, и останется лишь

ишеграл по контуру (Г).
Поэтому формулу C0) достаточно доказать для части E),

находящейся в одной из Q сфер § 4.
Предположение существования, например, Q)y's включает

предположение о существовании функции, определённой
и области, ограниченной E) и частью сферы Ляпунова, и

принимающей на E) значение ?¦ Не нводя новых обозначе-

обозначений, э-iy функцию будем обозначать также через <р. Анало-

1ичное соглашение сделаем для ф и Х-
Тогда

cos (Nx) &уг
- cos (Ny) &rX - №) cos (Nx) - U}) cos (Ny),,dx

и формула C0) принимает вид:

=
« dx -j- <b dy -j- x dz.

(!)
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Доказательство этой формулы для поверхности, имеющей

непрерывные элемешы кривизны, можно найти во всех кур-
курсах анализа. Её доказательство для поверхностей Ляпунова
проводится с некоторыми предосторожностями.

Рассмотрим поле вектора с проекциями <?> "}> X 1! выбран-
выбранной системе координат. При переходе к другой прямоутлг,-
ной системе коордипш новые проекции вектора будут линей-

линейными комбинациями <р, 6, /. При этом переходе, как известно,

нодшпегральные выражения как правой, так и левой частей

формулы C1) сохранят свой вид, т. е. <э, 6 и у заменятся

лишь новыми проекциями поля, х, у, z заменятся новыми

координатами. Поэюму для доказательства C1) достаточно

усгановигь справедливость её в какоЯ-либо сисгеме коор-

координат.

Не вводя новых обозначений, будем доказывать фор-
формулу C1), счшая что <?> $ и "( СУТЬ новые проекции век-

юра, а х, у, z—новые, надлежащим образом выбранные

координаты.
Напомним, что если радиус d сферы Ляпунова удовлепю-

ряег условию D), то каждой сфере Ляпунова можно поста-

поставив в соответствие такие оси координат, что параллели
каждой из осей пересекают час u, (S) впугри сферы не более
чем в одной точке.

Предположим, чю для рассматриваемой сферы оси вы-

выбраны указанным обра;юм. В этом случае уравнение иоверх-
нос1и будет иметь каждый из следующих трёх видов:

z=F(x,y), x=F(y,z), y=r--F(z,x). A1')

Доказательство формулы C1) приводится к доказатель-

доказательству трёх юждеств:

— Г \

j[S)H 1 C2)
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Рассмотрим первое из ipex уравнений A1')

z—-F(x, у).
Доказательство первого из гождест C2) получаем сразу;

заметив, что

дг
_ __cos(jVa-) dz cos (Ny)

дх cos (Nz)
'

Oy
~

имеем: ..

ч ,
,

ч

()yJcos(Nz)^
I + {-df)\co4№) - ~Ц? cos (Nz),

Обозначая через («) результат подс1аиовки в о („г, у, z)
вместо z функции F(x, у).

Отсюда следует, чт ите1рал по (з) ранен

I) (?)-J- cos( С1»]—

где -тг] = 1, если cos (Nz) > 0, и -/;
—

¦— 1, если cos (Nz) — - 1;

(о) означает проекцию о па плоскость ху. Между тем имеем:

v = т) I о rfjf,

г;о

где интеграл по (/) берёгся в таком направлении, чт наблю-

наблюдатель, вытянувшийся в

направлении оси Oz, при

обходе видиг область (о)
слепа. Если cos (Nz) > 0,
ю 7|=1 и наблюдатель,
расположенный на (S) в

направлении нормали к

(з), видит интегрирование

it направлении, при кото-

ром (о) остаётся слева; J
• •

и этом случае формула не

фебует изменения. Ксли cos(Afe)< 0, -ц
= —1 и наблюда-

п'ль видит инте1 рирование в направлении, при котором
область (о) остаётся справа; в этом случае необходимо изме-

изменить направление интегрирования по (/), г. е. изменить знак

интеграла, подставляя (/) вместо (Г) (рис. 7).

?.
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Если взять для уравнения поверхности второе или третье
из уравнений A1'), те же рассуждения приведут ко второму
или ipeibeMy из тождеав C2).

Отсюда следует, что формула C1), и как следствие фор-
формула C0), доказаны.

§ 6. Замечание сб интегрировании неограниченных

функций

В этом пара1рафе дае1ся определение интеграла от не-

неограниченной функции по конечной трехмерной области или

поверхности.
Для определённости остановимся на случае трёхмерной

области (D). Flycib (?) поверхность, точки которой лежат

внутри или на 1ранице области (D), и такая, что функция
F{x, у, z)—F{m) непрерывна в каждой точке области, не

принадлежащей (?), и может быть неограниченна в окрестности

каждой точки (?). Пуаь (ш) есть какая-либо область, содер-
содержащая внутри себя (?) и такая, что каждая точка области

(ш) от (?) находится на расстоянии, не превышающем неко-

некоторого числа 8 > 0. В области {D— ш), состоящей из точек

области (D), не принадлежащих (а>), функция F(m) непрерывна
и ограничена и поэтому существует интеграл

F(jn)dx. C3)

Будем говори 1ь, что интеграл C3) стремится к пределу а

при 8->0, если для любого е>0 можно указать такое

6 > 0, что

J F{m)dx— а < е,

(В-ш)

как только область (ш) содержит внутри себя (?) и каждая

точка (ш) находится от (?) на расстоянии, не превышающем 8.

Если интеграл C3) имеет конечный предел при 8 -> 0,
то этот предел называют интегралом функции F(т) по об-

области (D) и обозначают

Г F(m)d~., C4)
(В)

а интеграл C4) называют сходящимся.
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Так как и последующем мы будем иметь главным обра-
образом деле с ии-iei ралами от функций, неограниченных в ок-

окрестности отдельной изолированной точки т0, то последую-
последующие рассуждения будем проводить именно для таких функций,
хотя все результаты очевидным образом легко переносятся на

общий случай наличия особых точек, заполняющих поперх-

ность (I).
Пусть (/5C,, 82)) есть часть области (?>), содержащаяся

в шаропом слое с центром п т0 и радиусами 8: и 8.2 @<82<8j).
Теорема. Если интеграл

J \F\d-

бесконечно мал при ЪЛ -*¦ О, то интеграл C4) сходится.
Действительно, пусть (а>) и (<»') дпе какие-либо области,

содержащиеся в шаре радиуса 6j и содержащие шар радиуса 82,
(82 < 8j). Тогда области (D— ш) и (D — ш') не содержат
части (D) внутри шара радиуса 82 и имеют общую часть,

содержащую часть (D) вне шара радиуса 8j.
Поэтому

/ Fdx —

(O-uil (J

< /

т. е. разность

J
F

•>)

\F

F dz =

')

dt 4

J

J Fdx

FU-

Fdt

/

J |Р|Л,

(D-,o) Ф- ш

(•есконечно мала вместе с 81; что по признаку Коши обеспе-
обеспечивает существование предела C3) при 8t -*¦ 0.

Если интеграл

J ' '
"

3 Зак. 749. Н М, Гюнтер
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сходится, то говорят, что интеграл C4) абсолютно сходится.

Из доказанной теоремы сразу следует, что из абсолютной

сходимости интеграла вытекает сходимость интеграла. Не

останавливаясь на доказательстве, заметим, что из сходимости

интеграла в нашем определении следует абсолютная сходимость.

Аналогично определяется инте1рал

(S)

взятый по поверхности от функции F, которая непрерывна
во всех точках поверхности

д^ /I за исключением точки т0
(рис. 8).

Вместо шаров, которые
вводились при рассмотрении

интегралов по (D), будем
брать части (S), вырезан-
вырезанные круговыми цилиндрами,

имеющими нормаль п точке

т0 своей осью.

Рис. 8. Пример. Предположим,
что т0— фиксированная

точка поверхности (S), т—переменная точка этой поверх-

поверхности, /-jo
— расстояние между т и т0. Будем считать гх0

направленным изт0 в т. Пусть N есть нормаль к (S) в точке т,

a (flQM) есть угол между направлениями г10 и ./V (рис. 8).
Пусть ;х ограниченная интегрируемая функция точки т.

Образуем интеграл

C5)

т,

г

Интеграл C5), рассматриваемый как функция точки т0, ле-

лежащей или не лежащей на (S), называется потенциалом двой-

двойного слоя, а функция ;а
— плотностью слоя.

ГТодинтегральная функция в C5) становится бесконечной,
когда точка т стремится к точке т0 на (S). Докажем, что

интеграл C5) сходится. Пусть (о5) и (о2) означают части (S),
лежащие внутри сферы Ляпунова с центром в т0 и вырезан-

вырезанные круговыми цилиндрами радиусов о, и 82 B2 < 8Д имею-
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щими осью нормаль в точке т0. На основании доказанной

георемы, для сходимости интеграла C5) достаточно показать,

что интеграл

lC0S^)lrfg C6)

бесконечно мал вместе с 8j (рис. 9).

.3-

Л

Рис. 9.

Действительно, на основании оценки A7) § 1 имеем:

|cos(/-10V)|<?/-h>.
Обозначая чзрез А верхнюю границу значений | |д | на E)

и используя оценки A6) и A2) § 1, получим:

Г 4°

О 8,

f. a.

<37)

иткуда следует

Й
C8)
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где (о) есть часть (S), вырезанная цилинтром радиуса 8. Во

второй главе будем часто пользоваться оценкой C8).

Замечание. Из предыдущих рассуждений следует, что

f cos (rKN) , , .

V- ,-^-Ld<s <aA,

где А верхняя граница для ] (j. |. Отсюда следует, что если \хп стре-

стремится равномерно к пределу (J-, то имеем:

C9)
л,. гю J 'io

В самом деле, выбрав щ надлежащим образом, получим для п>п0

*
соч (rioN) Г cos |

г,п .1
(Sj

rio
(S)

'10

S)
rl0

Замечание о перестановке порядка

интегрирования
'

Пусть (D) конечная область пространства, а (S) поверхность,
имеющая котечную площадь. Точки области (D) будем обозтачать
через Ш\, точки поверхности (S) через №2. Допустим, что функция
/•'A, 2) точек тг и от2 такова, что для каждого фиксированного
положения точки от2 функция F (т\, та) как функция точки тх

непрерывна в (D) за исключением точек некоторой поверхности
(линии, изолированных точек), зависящей от выбора т2. И.тгеграл

/ t'{\, 2)

если он существует, является функцией точки ть может быть, не-

неограниченной. Может случиться, что эта функция интегрируема
по (S), и тогда имеет смысл интеграл

/¦' (тъ

(S) №)

D0)

Допустим, что фупкция F (ть »г2) для каждого фиксированного
положения точки /И] из (D) непрерывна как функция точки /и2

на (S), за исключением точек некоторой лилии (изолированных
точек), зависящей от выбора mv Интеграл по (S) от /•" (mj т2). если
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ян существует, является функцией точки тх и может случиться, что

еу шествует также нптеграл

I* [
Ь

f[ JVA. 2)|rft,]da2 D00

Г [ Г j/-'(I, 2)'tfa2]dT,, D10

I [ ( ^ D1)
(Ь)

Интегралы D0) и D1) могут оказаться равными. Но может слу-
Цпгься, что один из интегралов имеет смысл, другой не имеет; либо

ofin имеют смысл, но разпые значения.

Теория кратных интегралов Лебега позволяет дать следующее

Достаточное условие равенства интегралов D0) и D1).
Если существует один из иптегралов

или

(Л)

W> существует и другой и, кроме того, существуют иптегралы D0) и

D1) и они равны между собой.
Аналогичная теорема имеет место, если оба интеграла берутся

Ня поверхности, или оба по объему.
Если возьмем функцию /-'@, 1, 2) точек тп, т-[, mv пробегаю-

пробегающих, например, поверхность (S), и рассмотрим интеграл

f ( f [J^@, I. 2) da] da,J da,,

(¦4.) (S;) (S)

го он существует и расе л любому иттегралу. полученному переста-
перестановкой порядка интегрирований, если существует либо интеграл

f { f [ f
(."») (S,) (S)

либо хотя бы один из интегралов, полученных из последнего пере-
i гпповкой порядка интегрирования.

Пусть функция F(\, 2) непрерывна, если т.\ и т2 не совпадают,
н удовлетворяет неравенству

i Не С—некоторая постоянная, г — расстояние между точками т\
н пи2 и a — постоянная, 0<^a<^3. Говорят, что г'(Ь 2) обладает
нилярной особенг.остью. Для таких функций равенство интегра-
1DII D0) и D1) доказывается сравнительно просто без привлечения

1Рприи интеграла Лебега. (См. В. И. Смирнов, Курс высшей
мягсматики. т. IV, изд. 2-е, 1951 г., стр. 66—6Ь). Нам в дальнейшем

придется иметь дело почти исключительно с неограниченными фупк-
цинми, обладающими полярными особенностями.
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Если функция F(U 2) точек т-у и т2 поверхности (S) обладает
полярной особенностью, то для равенства интегралов

Ш ] f[ С/¦'( 1.2)
i

достаточно, чтобы было а < 2.

§ 7. О гармонических функциях

Дадим следующие определения:

а) Функция V называется гармонической в области (D),
не содержащей бесконечно удаленной точки, если она удовле-

удовлетворяет следующим трем условиям:
1°. Она определена в (D) и имеет внутри (D) равномерно

непрерывные первые производные.
2°. Она имеет внутри (D) вторые производные, непрерыв-

непрерывные во всякой области (Dj), лежащей вместе с границей
внутри (D).

3°. Вторые производные функции во всякой внутренней
точке области (D) удовлетворяют уравнению Лапласа

д„-=^+—4^"-0 D2)v дх*^ ду* ^ дг*
" к >

а') Функция V называется гармонической внутри (D), если

она гармоническая во всякой области (Dj), лежащей вместе

с границей внутри (D), и если она равномерно непрерывна в (D).
Мы увидим впоследствии, что функция

'

;л da

где [а правильно непрерывная на (S), есть функция гармони-
гармоническая в (D); в то же время функция C5) при тех же пред-

предположениях о плотности «А является, вообще говоря, лишь

фуикцие \ гармонической внутри (D).
б) Функция V называется гармонической в области (De),

внешней к (D), и содержащей бесконечно удаленную точку,
если она удовлетворяет следующим четырем условиям:

1°. Она определена и (Пе), и ее первые производные

равномерно непрерывны внутри (De).
2°. Ее вторые щошподные непрерывны во всякой об-

области (?>в), лежащей вместе с границей внутри (De).
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.4°. Вторые ггроизводные V но всякой внутренней точке

оЛласги (Dp) удовлетворяют уравнению Лапласа.
4°. Если R есть расстояние гочки области (Д.) до неко-

некоторой фиксированной точки, то1

\RV\<A,

me A — определенное число.

б') Функция называется гармонической внутри (De), если

mm гармоническая во всякой области (D,.), содержащей бес-

бесконечно удаленную точку и со-

содержащейся в (Д), и если она

ршшомерно непрерывна в (Д,).
Из данных определений сле-

следует, что постоянная С-?0 есть

t прмоническая функция в (D^)
и не является гармонической
функцией в (Dp).

В последующем всегда бу-
цем через (Д) обозначать об-

лнсти, не содержащие беско-

бесконечно удаленную точку, и че-

ргз (De) области, которые
пополняют (Dj) до полного

пространства.

Заметим, что мы не исклю-

мпем ни областей (D4), имеющих
инутренние границы (рис. 10), ни областей (De), ограничен-
ограниченных несколькими поверхностями (рис. 11).

Согласимся нормаль к границе области (Ог) всегда счи-

iiiTi. направленной внутрь соответствующей области (De).
Область (Dp), соответствующа i области (D4) (рис. 10),

несвязна; так же несвязна область (Dt), соответствующая
области (De) (рис. 11).

Рис. 10.

Рис. 11.

1 Результаты гл. IV позволяют заключить, что для всякой функ-
функции, удовлетворяющей условиям 1°, 2°, 3° и стремящейся к нулю

При R -»¦ оо. удовлетворяются неравенства условия 4°. Поэтому можно
ЙЫло бы условие 4° заменить таким: V -*¦ 0 при /? -> оо.
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§ 8. Тождества Грина

Предположим, что в области (Д) даны две гармонические

функции U и V; образуем инте1рал

/
U dV j_ dU dV

,
dU dV

J V дх
'

дх ' ду ~ду~ "Т~ ~дг"
*

~дТ

который короче будем записывать в виде

дх дх

Преобразуя ею с помощью формулы Остроградского, полу-
получим:

/= hr-
5x7 ^ ду дг

(S)

ф

- ПйJ

cos A4xs

UTx
дх

d'zV

с

¦-h-

cos(

1.

^4
V

^ 11

4- -г- с

ay

os(

г
dx -¦=

(S)

Замечание. Если граница состоит из нескольких поверхно-
поверхностей, интеграл

(S)

обозначает сумму интегралов, распространенпых по этим поверх-
поверхностям.

»л dV .

Мы снаодили нормальные производные .— индексом i

для того, чтобы указать, что мы при вычислении производ-

производной приближаемся к границе изнутри (/),•).
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Мы проделали вычисления с функцией U; повторяя эти

пычисления с функцией V, получим:

J dn
(S)

lit образом, имеем

дх dn dn

(О;) С?) (S)

(u^f1 — K-4r^V° = 0- D4)\ dn dn ) K '

Формулы D3) и D4) называются тождествами Грина для

функций, гармонических в (О,). Так как V*= 1 является

Ирмонической в (О,), то из D4) следует

Й-Л-0, D5)

f, с. Ш1те1рал по границе от нормальной производной функ-
функции 1армонической в (О,) равен нулю.

Прежде чем переходить к выводу аналогичных формул
pi» функций, гармонических в (De), определим интеграл по

¦ оконечной области,

Пусть(О) бесконечная область. Последовательность конеч-

конечных областей \{Dn)) (я—= 1, 2, ...) назовем исчерпывающей
¦ ¦fyincir, (Л), если (Dn) содержится в (/\м), и если каждая

тика области (D) содержится хотя бы в одной из областей

Р»ч'.лрдовательнос ги.

Пусть F непрерывна в (D). Образуем интеграл

f Fdz.

jfi\vmen при п ~> оо этого интеграла, если он существует и

Ц$ .швисит ог выбора исчерпывающей последовательности

(Илистей, называют интегралом функции F по (D) и обозна-

обозначим

[ F dx.
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Рассмотрим интеграл

Г yi dU dV ,

J 2u дх ~дх~ az>

где U и V гармонические в (Ле). Не приводя доказательства

заметим, что оценки производных для U и V из четвертого

условия для гармонических функций обеспечивают существо-
существование рассматриваемого интеграла.

Для функций гармонических в (Ое) тождества Грина имеют

вид:

Фе) (S) (S)

з ¦== 0. D4')
(S)

Действительно, рассмотрим сферу (-) с центром в неко-

некоторой фиксированной точке и настолько большого радиуса R,
чтобы вся граница области (De) была внутри (w). Применим
формулу D3) к части (D'e) облас[и (De), ограниченной (L).
Заметим, что, применяя эту формулу, мы должны изменить

направление нормали к (S), так как на этот раз (О<) есть

часть внешней области по отношению к рассматриваемой
области (D'e).

Считая направление нормали для всех формул взятым по

прежнему соглашению, получим:

dU дУ

дх дх
(S)

.. dVe ,

U -~-dcs
dn ^da. D6)

Последний интеграл стремится к нулю, когда R стремится
к бесконечности. В самом деле, функции U и V, как опре-

определенные в De, удовлетворяют четвертому условию, следова-
следовательно

\U\<~R~'
— cos (Nx) -j- -jy cos (Ny) -j- -j- cos (Nz)

z?3
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Нзяв сферические координаты

х = R sin 0 cos ®, у = /? sin 0 sin <p, z = R cos О,

@<«p<2ic, О<0<»,

2т it
_

1^3 Л2 • 4я

R
ii) о о

0.

Кроме того, как было отмечено выше, интеграл в левой

чисти D3') существует и является, в частности, пределом при
R -+ схэ интеграла в левой части D6). Поэтому при /?->оо

щ D6) следует формула D3'), а с нею и D4').
Пусть точка то(х, у, z) фиксирована. Ее расстояние до

Переменной точки m,(l, tj, Q обозначим через г10. Будем
1'митать г10 направленным из т0 в т1. [1оложим

U{%, -и, С)=— =-- D7)

Функция f/ непрерывна и имеет непрерывные производные
Hn-v порядков во всякой области, не содержащей точки т0
iiiiyipn или на [ранице. Непосредственной проверкой убеж-
И1ЮМСЯ, что имеет место

д& ~т~
дг?

~т"
дУ
~

'

i e. U есть гармоническая функция во всякой конечной об-

чйс'ти, не содержащей т0 внутри или на границе. То же

можно сказать и о бесконечной области, так как очевидно,
чч> функция U удовлетворяет и четвертому условию.

Пусть N единичный вектор. Произвочную U в направле-

направлении N будем обозначать -т- . Имея в виду применение к U

формул D4) и D4'), вычислим предвари [ельно ——.
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Имеем, учитывая, что

cos (г1Оу) =
_ ч —у

1-10
cos(ri0z) =

[гл. i

Г.-г

ж =жcos (

= — 4-
Г10

dU
cos

дУ

"ее"cos

cos - cos

rw
D8)

Обратимся к D4). Пусть V гармоническая в (Oj). Пред-
Предположим сначала, что то(х, у, z) внутри (Ле). В этом слу-
случае U является гармонической в (Dt) и применима фор-
формула D4). Учитывая D7) и D8), получим:

"

dVt_ da

dn r

(Я)
ю

cos
D9)

'ю

Предположим теперь, что то(х, у, z) внутри (О<).
Тогда U не непрерывна в (Д) и формула D4) не применима.

Рис. 12.

Пусть (з) есть сфера с центром в т0 и настолько малого

радиуса р, что ни внутри ни на сфере (а) нет точек E)
(рис. 12).

Тогда функция U гармоническая во всякой области, лежа-

лежащей вне сферы (а), и тем самым, в части {Dt) вне сферы (з).
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рименяя к этой части (Dt) формулу D4), получим:

ii4- (уcosJri0

Мы изменили знак пер°д интегралами по (з), так как!

Применяя формулу D4), необходимо нормаль к (з) направить
Ниугрь (з), в то время как в формуле E0) мы ее считаем

ИИ правленной во вне сферы, т. е. внутрь (D{).
Вы |ислим интегралы по о. Сначала имеем:

(о) О О

I де А — верхняя граница модулл первых производных V

Если Vo есть значение V в центре сферы, то имеем:

|V-V0|</3 4p.
Пюода следует

МО

2т. л

J J
6 6

(h Г1°

Следовательно, если m в (D{), то

U. E1)
4« (J d« r10 4«

(g)
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Формулы D9) и E1) можно распространить на функции,
определенные в области (De).

Если т0 внутри (Ое), U непрерывна в (De) и применение

формулы D4') сразу дает:

dVP da

(S)
dn

E1')
(S)

Предположим теперь, что ?га0 внутри (Ое). Рассмотрим
сферу (И) радиуса /? с центром в пг0, окруж"юшую все

границы (Ое), и пррменим формулу E1) к области, ограни-
ограниченной границами (Ое) и (?).

Получил:

4« ,1 d/г г, о 4я ,) dn r10
&) (Ч

E2

Мы изменили знаки перед интегралами по E), так кат.

применяя формулу E1) к рассматриваемой области, необхо-
необходимо направлять нормаль внутрь области (D,), в то возмг

как мы сохраняем ее направление внутрь (De).
Между тем, в силу условия 4°,

1
f

dVKd
dn r

cos

a

10

.УзA j
J
0 6

A

R

R* sin 0 i

J
о о

(R- ¦ oo.

Отсюда следует, что интегралы по (?) имеют пределамг

нуль при R —*¦ оо.

Соберем различные формулы, полученные в этом пара-

параграфе: если т внутри (De), то

dV{ da , cos(rI0AQ .

_—

j- | v4 aa ¦ 0 D9
'10



I 81 юждесгвА грина

вели т внутри (D,), то

4л • dn r,n 4« ,.
(я)

•бЛИ ж в (Ое), то

4тс

dV, da 1

(S) 4*(s>

cos (г10ЛО

'10

|€ЛИ от в (Dj), то

47

E1)

DQ/)

El0
(S) (S)

'10

Применим, наконец, последние формулы к доказательству

|роремы об одном важном свойстве гармонических функций.
Теорема. Функция, гармоническая в какой-либо об-

Ai emu, не может достигать максимума или минимума
tn внутренней точке области.

Мы докажем теорему для максимума функции; это не

Ифаничивает общности, так как в точке, где функция U
Имеет минимум, функция — U имеет максимум.

Предположим, что функция имеет максимум в точке т0,
расположенной ннутри рассмат[ иваемой области. Мы не

исключаем случая, когда т0 остается постоянной в некоторой
нОласти, содержащей т0; в этом случае мы предположим,
•но т0 находится па границе этой области.

Пусть (з) сфера с центром в т0 и настолько малого

|шдиуса р, что сама сфера и ее внутренние точки лежат

и рассматриваемой области.

Применяя формулу E1) к функции U и сфере (о), полу-
получим:

(' cos (rwN) . . 1
u _

1 (' c
—

— и

4« ,.

|' rf{/j da
_

dn E1")

flK как для точек (о) имеем:

= p, cos(r10/V)=l.
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На основании D5) второй инте.-рал в E1") равен нулю и

находим:

1
Udi. E3)

Если мы положим

то а непрерывная неофчцательная функция. Равенство E3)
дает

о d? или a do = О

что возможно лишь, если а=0 на сфере (з). Ввиду произ-
произвольности р огсюда следует, что а = О внутри сферы, а это

невозможно, так как по предположению точка т0 можег

лежать лишь на границе области, 1де U постоянна.

Таким образом, абсурдно предположение о достижении

максимума функцией U во внутренней точке облааи; теорема
доказана.

Следствие. Функция, 1армоническая внутри (/34),
достигает своего максимума и минимума на границе этой

области.

Действительно, функция, гармоническая в (О4), непрерывна
в области, включая границу E), и, следовательно, достигает

максимума и минимума в некоторых точках области или гра-

границы. По доказанной теоьеме эти точки могут быть лишь на

границе.
Для функций, гармонических в (Ое), верно то же утверж-

утверждение, е;ли бесконечно удаленную точку причислить к точкам

границы.
Указанное свойство гармонических функций называется

принципом максимума гармонических функций.
В заключение рассмотрим так называемые теоремы о сред-

среднем для гармонических функций, вытекающие из E3).
В этих теоремах будем считать, что шар (ш) и его гра-

граница (о) лежат в области, где функция 0 гармоническая.
Теорема 1. Значение гармонической функции в центре

сферы равно среднему ее значению по поверхности сферы.
Эта теорема следует из формул E3), так как 4яр2 есть

площадь сферы.
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'Г е о р е м а 2. Значение гармонической функции в центре

равно среднему ее значению по шару.
Действительно, пусть R радиус шара (ш). Умножая E3)

4up2dp и интегрируя по р от 0 до R, получим после

4#34тс#
на —=— =

О

§ 9. Интеграл Гаусса

Мы указывали в § 7, что функция
Vail

МРМОническая в (?^). Положим в D9) и E1) V=l, тогда

| ?°liio—L dz — 0, если т в (De), E4)

f C0S

(,мЛ° do ~ 4r., если т в (Dt). E4')
(S)

r™

Интеграл

w~ I r~^"° E5)

Ив.шиается интегралом Гаусса. В § 6 было показано, что

имктрал Гаусса сходится, когда точка т находится на гра-
HMIU1. Сейчас будем искать значение интеграла Гаусса в этом

tflyine, предполагая, что (S) есть поверхность Ляпунова.
Предположим, что точка т на границе. Пусть (?) сфера
(Шиуса р с центром в т. Предположим, что (X) вырезает
¦«nil (о) поверхности E), и обозначим через Wa интеграл
I иусеа, взятый по части (S) вне (о):

cos (r10 N) ^з

По определению имеем:

4 *М- 7«. Н. М Гюнтер
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Обозначим через (?j) часть сферы (?) внутри
через (?2) часть в (De). Интеграл E5), взятый по E— о) и

(Si)> равен нулю, так как точка т лежит вне области, огра-
ограниченной E—-о) и (?,):

f cos (г,

'~~J ~Л
(rwN)

E6)

Мы взяли знак минус перед интегралом в последней фор-
формуле, так как мы предполагаем, что N есть внешняя нормаль

к (!); в то же время, применяя формулу E4), мы должны

были бы N направлять внутрь сферы (?) (рис. 13).
Интеграл E5), взятый по (S — о) и BЧ), равен 4т:, так

как на этот раз точка от внутри области, ограниченной E
— о)

и (So); следовательно,

E6')

Складывая E6) и E6'), находим:

Рис. 13.

- f r\o

Докажем теперь, что

фигурная скобка в фор-
формуле E7) бесконечно мала

вместе с р.

Рассмотрим конус
Bш), отвечающий точке т.

Заметим, что инте:ралы
по частям (>]j) и (?о), ле-

лежащим внутри конуса,
взаимно уничтожаются.

Отсюда следует, что фи-
фигурная скобка по абсолютному значению меньп е интеграла

E8)
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рпспространерг ого на часть сферы вне конуса. Вводя сфери-
сферические коордщ агы, мы увидим, что этот интеграл равен;

sin Ь db do = —2is [cos 0]
— 4т: cos to.

Так как можно положить

cos to = ¦—,—

"

—

,

iq очевидно, что предел cos to равен нулю при р->-0.
Поэтому

УГ=НтУГв = 2я. E9)

Собирая установленные формулы, имеем:

U^=4i!, если т внутри (/),), j
W=2w, если т на границе (?>,.), [ F0)

W—0, если т вне (D^). J
Заметим, что для получения формул F0) мы не пред-

предполагали область (Dj) ограниченной единственной поверх-
поверхностью.

Небесполезно непосредственно проверить, что формулы F0)
мррны в более о'щих случаях.

Возьмем сначала случа1 рис. 11. Если (Sj), (So),..., (Sk)
ууть границы связных отделенных друг от друга областей, то

имеем по сделанному выше соглашению:

(' cos(rin)N , V С c0S(ribN) л

(S) ri°
i=-i{S{)

Г1°

1?сли т внутри (?>Д то каждый из интегралов правой
ЧВС1И равен нулю. Если т в области, ограниченной (S^), то

мчка т вне областей, О1раниченных поверхностями^),...,
(Sf ,), (Si+1), ..

., EА), и все интегралы правой части равны

Нулю, за исключением интеграла по (St), который равен 4и.

Нсли предположить, что т на (S{), то приходим к аналогич-

аналогичному заключению.

Обозначим, в случае рис. 10, через (So) внешнюю поверх-

Иосгь и через Eа), ..., (Sk) внутренние поверхности. Имеем

4*
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в этом случае:

Если т в части (De), которая содержит бесконечно уда-

удаленную точку, все интегралы правой части равны нулю; если т

на E0) или внутри (D^), то первый интеграл равен 2- или 4я,
а остальные инте1ралы равны нулю. Если т на (St) или

внутри области, ограниченной Eг), то перный интефал в F1)
равен 4и; интегралы по (SJ, ...

, (St-J, E<+1), ..., EЛ)
равны нулю; интеграл по Eг) равен —2те или —4и, так как

нормаль к F\-) направлена в (De), т. е. внутрь области,
ограниченной

§ 10. Другое доказательство формулы Гаусса
В этом параграфе мы дадим другое доказательство фор-

формул F0), несколько обобщив их.

Рассмотрим интеграл

J db,
'

F2)

распространенный по части (I) некоторой поверхности; надо

определить величину этого интеграла в точке т.

Предположим, что полупрямые, проведенные из точки т,

пересекают E) каждая не более чем в одной точке, и что

каждая полупрямая образует с нормалью N к E) в точке

пересечения острый угол. Возьмем т в качестве начала сфери-
сферической системы координат. Опишем около точек т как центра

сферу радиуса единица. Так как (rwN) есть угол между
радиусом-вектором и нормалью к A) в соответствующей
точке, то cos (гю№) da равно площади проекции элемента da

поверхности (?) на сферу с центром в т и радиусом г10.

есть элемент единичной сферы, упомянутой выше. Отсюда

следует, что интеграл F2) равен интегралу

J da0, F3)
А)
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• Де (So) есть часть единичной сферы, вырезанная конусом,
вершина которого находится в да, а направляющей служит
(шнгур поверхности (?). Интеграл F3) равен телесному углу,
иод которым из точки т видна поверхность (?) (рис. 14).

Если углы между радиуса-
ми-иекторами и нормалями к (Е)
пыли бы тупые, интеграл F2)
тличался бы от интеграла F3)
тлько знаком.

Согласимся называть отри-

ишельной сторону поверхно-
i1И, на которой стоит наблю-

ийгель, вытянувший тело по

направлению нормали, и поло-

полонии гельной противоположную
с горону.

Тогда предыдущие резуль-
шгм можно высказать так:

inner рал F2) равен углу, под которым видна (?) из точки т,

шитому со знаком плюс, если видна положительная сторона

ионерхности, и взятому со знаком минус, если видна отри-

отрицательная сторона поверхности.

Рис 14.

Рис. 15.

Предположим, что полупрямая, выходящая из т, пересе-

(-) в нескольких точках; предположим, кроме того,
чп> (?) можно разбить на конечное число частей, каждая из

которых удовлетворяет условиям предыдущего случая.г В этом

1 Это предположение не имеет места для некоторых поверх»
сй Ляпунова.
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случае интеграл F2) равен сумме снабженных соответстную-
щим знаком телесных углов, под которыми видны из т раз-

различные части (?) (рис. 15),
Пусть E) замкнутая поверхность. При движении по полу-

полупрямой, выход5пце»1 из точки т, в каждой точке пересечения
с (..9) мы переходим из (D{) в (De) или обратно. Поэтому
точки входа и выхода из (Dt) перемежаются и последней

точкой является точка выхода. В точках входа элемент телес-

телесного угла отрицателен, в точках выхода положителен. Если

точка т в (Д,), то точек входа и выхода одинаковое число

и сумма элементов телесных углов равна нулю и поэтому
имеем третью из формул F0). Если т в (D4), то перво-i
будет точка выхоха, а затем останется одинаковое число

точек входа и пыхода, и это заключение справедливо для

всех направлений. Отсюда легко заключить о справедливости

первой из формул F0).
Несколько сложней получа'ется вторая из формул F0),

но на этом мы не останавливаемся.



ГЛАВА II

ТЕОРИЯ ПОТЕНЦИАЛА

§ 1. Потенциал простого слоя

Предположим, что область (Dt) ограничена конечным

числом поверхностей Ляпунова. Обозначим через E)границу
области (?),•). Условимся обозначать координаты точек ms
ноиерхности E) букпами X, т], С.

Пусть т точка с координатами (х, у, z)\ r20 — расстоя-
расстояние между точками т и т.,; л>0 предполагаем направленным
йа т в т.2. Пусть [i интегрируемая функция на E).

Функция

нкнываетсн потенциалом простого слоя; ;х
— его плотностью.

Если точка т не на E), V, очевидно, имеет производ-
производные по х, у, z:

dV

dV

(SI

(Я)
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Так как лапласиан функции — равен нулю, то имеем:

ДУ= f JJ-. Д—с?т = 0
.' ''го

и, таким образом, V есть гармоническая функция во «сякой

конечной области, лежащей вместе с границей внутри (D^)
или внутри (De). Из формул для V и ее первых производ-

производных нетрудно заключить, что при удалении точки т в бес-

бесконечность V стремится к нулю как первая степень,

дх

dV

dv dz
как вторая степень -^-, где R рас-

расстояние точки т до некоторой фиксированной точки про-

пространства. Отсюда следует, чго V есть гармоническая функ-
функция во всякой бесконеч-

бесконечной области, лежащей
имеете с границей внутри
(De).

Покажем, что если и.

ограничена и интегри-

интегрируема, то интеграл схо-

сходится, если даже точка т

на E).
Итак, пусть т на S. Для доказательства сходимости

интеграла A) достаточно показать, что интеграл

Рис. 16.

J
.do

бесконечно мал вместе с pv где (aj и (о2) суть части E),
лежащие внутри сферы Ляпунова с центром в т, и вырезан-
вырезанные круговыми цилиндрами радиусов р, и р2 (р2 < pj), имею-

имеющими осью нормаль в точке т (рис. 16).
Пусть А верхняя грань для | jj. | на E). Учитывая, что г20

больше своей проекции р на касательную плоскость в точке т,
и применяя оценку A6) § 1 (I), найдем:

что и доказывает утверждение.
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Из полученного неравенства заключаем

B)

Этот параграф закончим несколькими замечаниями, отно-

i шцимися к неравенствам, которые будут выведены в после-

|ук)[цих параграфах.
Пусть JJ. функция, заданная на E) или (D). В дзльней-

мм'м о jj. будут делаться главным образом следующие пред-
тиюжения: либо [л ограничена и интегрируема, либо ц
mi рапичега и правильно непрерывна. В первом случае А будет
шиачать какую-либо из верхних граней для |jj.|. Во втором
i чучае А будет означать какую-либо из тех верхних граней
или | [х |, которые превосходят коэффициент в условии пра-
иильной непрерывности функций jx; тогда, очевидно, имеем

Ы<4. | {»!
—

|*о I < Ar\Q,

|Де fij и и0 значения и. в точках т1 и т0.
Очевидно, чго если [i правильно непрерывна с показате-

показателем к, то она правильно непрерывна с любым показателем X',
(де 0 < к' < X. Поэтому в последующем X будет означать

одновременно показатель правильной непрерывности функции [л
и показатель во втором условии Ляпунова для поверхностей

Ляпунова.
В последующем, оценивая модули каких-либо величин,

Лудем получать, что они не превосходят суммы некоторых
ин последующих функций переменного 8

(де cv c2, с3
— постоянные, зависящие от вида поверхности

или области.

Так как

Tit и случае, если в оценку входит сумма лишь первых двух

функций, оцениваемая величина не превосходит (с[-\-c^Aft- =
- яЛ8\ где 0<Х^1. Если в оценку входит и третья

функция, то оцениваемая величина не превосходит числа вида



58 ТЕОРИЯ ПОТЕНЦИАЛА [ГЛ. II

аАЬ1', где У произвольное число, 0 < // < л, и от выбора У
зависит величина коэффициента а. Действительно, так как

для v > 0 имеем

? = </DYln~<<f. max

то, полагая v =/,— У, будем иметь:

откуда следует наше утверждение, причем « = с, (-~- -\-

-j- c'>(  ") ~Н сзф ^ последующем при наличии в оценке

какой-либо величины слагаемого третьего типа окончательную

оценку будем писать в виде аЛ8'', не поясняя каждый раз

произвольность в выборе У и зависимость коэффициента а

от выбора У.

Кроме того в последующем, если не будет сделано особой

оговорки, будем считать к < 1, так как предположение л=1,
не приводя, как правило, к более сильному результату, тре-

требует лишних оговорок.

§ 2. Непрерывность потенциала простого слоя

Теорема. Если плотность ja потенциала простого
слоя есть функция, ограниченная и интегрируемая, то

потенциал правильно непрерывен во всем пространстве.
Из замечаний § 1 следует, что V правильно непрерывна

во всякой области, целиком содержащейся п (Л?) или в (De).
Остается, следовательно, рассмотреть точки, расположенные
в окрестности границы.

Предположим, что точка т0 находится на E) и что

точка /И], расстояние которой до т0 обозгачич 2, находится
или на (S) или ?а нормали к E) в точке т0. Для краткости
оба спучая рассмотрим одновременно, называя первый слу-
чагм (а), а второй случаем (б). Пусть /\>0 и л>л расстоя-
расстояния точек т0 и тх до точки т.2 интегрирования. Введем сферу
Ляпунова для точки mQ; пусть (V) часть E) внутри сферы.

Предположим сначала, что о меньше
-^,
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Обозначая Vmj и Vnh значения V в точках т0 и mv
можем записать:

Vm>—Vmi = jj. jj- j- [д. (i—. C)
(S-S) (S-i)

Интеграл
do

есть непрерывная функция точки nij, имеющая производные
всех порядков, если расстояние т1 до ?и0 остается меньше 8;

в этом случае г»\ остается больше -=-. Следовательно, имеем:

! .

где а — определенное положительное число, зависящее только

от E), и А — верхняя_граница для \р\.

N,

Рис. 17.

Для доказательства чеоремы достаточно изучить разность

Опишем около точки т0 как цечтра сферу радиуса 28 и

<?б<?значим через (о) часть E) внутри сферы (рис. 17). Можно
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записать:

1 = Мтт —г: и. ¦?-. E)

откуда следует

"A-е)
"" "

(a)

Неравенство B) непосредственно дает:

As

rfff

B8),

F)

G)

так как (о) содержится внутри части поверхности, вырезан-
вырезанной из B) круговым цилиндром радиуса 28, имеющим осью

нормаль No в точке т0.
В случае (а) можно оценить последний интеграл в F)

с помощью B). Рассмотрим сферу с центром в т1 и ради-

радиуса 38, и пусть (oj) часть E) внутри эгой сферы. Так как (о)
содержится в (о^, то имеем:

(8)

В случае (б) мы сразу оценим этот интеграл. Имеем:

(о) 0 0

так как в этом случае р, являясь проекцией /-20 на касатель-

касательную плоскость к E) в точке ти0, не превосходит г21.
Таким образом, видим, что во всех случаях сумма двух

последних интегралов в F) не превосходит числа вида аАЬ.
Займемся первым интегралом в F); так как г20 и г21 суть

две стороны треугольника, третья сторона которого равна о,

то — 8 < гя
—

г20 < 8, откуда 1 —i- < ? < 1 -|~А-.
Если точка /и2 на (?— о), то

2 ^2Q

> 28; следовательно

у , если т% на B — о). (9)



И) НЕПРЕРЫВНОСТЬ ПОТЕНЦИАЛА ПРОСТОГО СЛОЯ 61

В дальнейшем часто будем пользоваться неравенством (9).
Упираясь на это неравенство, получим:

1

Г21

26

Г21Г20

Проекция на касательную плоскость в точке т0 отрезка,
соединяющего точку т0 с некоторой точкой контура обла-
ИИ (о), равна 28 cos а, где а — угол между этим отрезком

И квсательной плоскостью; так как этот отрезок пересе-

E) внутри сферы Ляпунова в двух точках, то а < -=- — ш

1
z

И, следовательно, cos a > sina> > у. Поэтому рассматривае-

Мян проекция больше 8. Отсюда следует, что (? — о) про-
1Н(ируется на касательную плоскость в область, лежащую
й кольце с центром в т0 и радиусами 8 и d.

Виодя цилиндрические координаты, которыми мы уже
йилыювзлись два раза, получаем, так как г20 не меньше р:

1 1

(S-о)
'"го

in. U

•»Jf
Следовательно, приходим к неравенству

Предположим теперь, что тг не находится на нормали
И (Я) н точке т0. Если рас-
i юниие тотг равно 8, то

|»й1Ч-к)яние 8j or m1 до E)
«•ныне 8, и пусть т' точка

(V) ближайшая к тх. Тогда

рщ'пояние 82 от т0 до т'
меньше 8] -f- S ¦< 2S (рис. 18).

Поэтому, так как

Рис. 18.

V», —

Vm,\<
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Случай (а) показывает, что потенциал V правильно нг-

пргрывен на E,. Докажем, что V правильно непрерывен во

всем пространстве. Действительно, если хотя бы одна из

точгк т0 и /и1 лежит па (S), то доказано> что разность

Ут,— ут,\ оценивается как аАй1'. Для доказательства пра-
правильной непрерывности V осталось рассмотреть случай, когда

ни одна из точек т0 и от, не лгжиг на E).
Допустим, что т0 более близка к (S) и т'о есть точка

на E), ближайшая к т0; точка т0 лежит на нормали
в точке т'о. Пусть 3^ есть расстояние т0 до т'о, a S, как и

прежде, расстояние т0 до тг. Если 8j > -^-,
то разность

(«) (S)

очевидно, оценивается через аАЬ, так как функции под зна-

знаком интеграла имеют ограниченные производные в окрест-

окрестности точек т0 и отг Предположим теперь, что 83 < у.
Если Ьх < 26, то расстояние 8„ между т1 и т'о меньше 38 и

имеем:

\V —У !<|V — У >\ + \V /—V |<

< а/18^'+ а/18'; < Мб''.

Осталось рассмотреть случай о, > 28. В этом случае все

точки E) лежат вне сфгры радиуса 28 с центрам в т0.
Тогда, если г' есть расстояние or какой-либо точки от-

отрезка тотг до некоторой точки от2 на (S), то в силу не-

неравенства (9), которое здесь применимо, будл иметь г' > -^ ^о-

Так как

1де (х0, _у0, z0) (xx _Vj, г,) — координаты точек т0 и OTj,
а производные вычислены в некоторой точке т! отрезка tnotnlt
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ft) заключаем:

Позтому
Г21

4 УЗЬ

Г20

E) Г2°

Пусть (Ц) и (а) части (S) внутри сферы Ляпунова и

рм радиуса 26 с центром в т'о.
На (S) имеем r20^>6i > 25 и поэтому

21

4S

INK как вне (X) r2) > -^ .

Отсюда заключаем, что наше утпержлениг доказано для

исшозможных положений течек т0 и т} и теорема доказана.
1 йКИм образом, для любого положения точек т0 и от, имеем

§ 3. Три теоремы о потенциале двойного слоя

Пусть то(х, у, г)— некоторая точка пространства.

Интеграл

А
t A* /««, (S, % V)—точка интегрирования, [л($, t\, *1)—функ-
Цнм, определенная на (S), TV—нормаль в точке т2, назы-

(WTCfl потенциалом двойного елся с плотностью ;х.

1/,сли \). интегрируема, то, счепидко, интеграл A0) суще-
, если точка т0 лежит внутри (О{) или внутри (De).
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Если та любая точка на (S), то, как было показано в § 6 (I),
ограниченность \ь является достаточным условием сходимости

интеграла A0).
Сейчас мы покажем, что если у. интегрируема, то W есть

функция, имеющая непрерывные производные любого порядка
в каждой внутренней точке (Dt) или (De), и удовлетворяю-
удовлетворяющая уравнению Лапласа

Действительно, интеграл A0) можно переписать в виде:

W =

(Я) 20 (В)

(is) Г2°

Сравнивая с формулами, данными в § 1 для первых про-

производных потенциала простого слоя, видим, что последние

интегралы суть производные соответственно по х, у, z по-

потенциалов ПРОСТОГО СЛОЯ С ПЛОТНОСТЯМИ (XCOS(NS), [A COS (A/V|),
(а cos (ЛГ,).

Так как потенциал простого слоя во всякой внутренней
точке (Z54) или (De) имеет непрерывные производные любого

порядка и удовлетворяет уравнению Лапласа, то, очевидно,
то же можно сказать о любой производной и, следовательно,
о W.

Кроме того, при удалении точки ?п0 в бесконечность | W

стремится к нулю как вторая степень, а ЁЖ
дх

dW

ду dz

как третья степень
р-, где R— расстояние от ?«0 до неко-

некоторой фиксированной точки пространства. Отсюда сладует,
что W гармоническая функция во всякой области (конечной
или бесконечной), содержащейся вместе с границей в (/),•)
или в (De).

Условимся обозначать через W значение W в точке по-

поверхности и докажем две следующие теоремы.

Теорема 1. Если ;х ограничена и интегрируема, то W

правильно непрерывная функция точки т0 на (S).
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Теорема 2. Если \>. непрерывна на (S) и если точка т1

внутри (Д-) или внутри (De), и если т, перемещается,
i тремясь к точке т0 на (S), то имеем соответственно:

WmWi = Wi = Wo-\-2ul,.o и \imW1=W,,— Wo—2izy.o. A1)

Ми здесь обозначаем через W^ значение W в точке тх и

4i'jie3 |i0 и Wq значения |i и W в точке т0. Далее, Ws и We
обозначают пределы для Wv ко!да точт тх Сфемится

к фапице области (/),) соответственно изнутри или извне.

Формулы A1) показы .ают, что имеем:

W{ - We = 4^Q, Wt-j-We--=2W0. A2)

Добавление к теореме 2. Если ц правильно непрерывна
ил (S), г. е. если

o, A3)

|дс г20 егть расстояние между /л2 и //?0, то имеем неравенства:

1'де точка тх в (Dt) соответствегшо в (De) нз расстояшш о от ти.

Как в § 2, мы рассмотрим обе теоремы однопргменно,
иГ)(«начая через (а) с гучай, когда от, на (S), и через (б) слу-
чий, когда ти, не на (S). Мы сохраним обозначения § 2.
11редноложим сначала, что когда точка wzj не на (S), она

имходится на нормали в т0. Кроме гою, предположим, что

рпсаояние 8 между т0 и w, меиьп е
~,j. Надо помнить, что и

нпдчинена условиям: в случае (а) ограничена и по модулю
чН'МЫне некоторою числа А; в случае (б) непрерывна и и до-

мплнигельном случаг [i иравильчо непрерывна.
Н.1чнем с замечания по случаю (б). Предположим, что

и,.) ixгь часть (S), вырезанная сферой радиуса /? с центром
и Wlo; nycib 4(R) есть максимум j [i

— u.,1 hj (a0):

! V-
—

Уо К й (Я), если w на (а0). A4)
Цели [а правильно непрерывна на (<9), то

О (Я) <<?/?':

рсли [а просто не!'ргрысна на (J?), то можно лишь заклю-

НИГ11, <по limG(/?) = 0, если /?->0.

(j Яви. 749. Н. М Гюнгер
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О (R) есть возрастающая функция R, так как если R' ^> R
и (з'о) отвечает R', то (?'о) содержит (а0).

Предположим теперь, что т1 па E) или на нормали к (Л");
имеем

,cos(r.,,/V) ,

) - T
rf3

(S) (N)

cos (л,„Л0

20

(b) (S)

Последний шпеграл в A5) ранен 2я, согласно свойствам

iрала Гаусса, и поэтму последний член в A5) ра-

тн—2-jj.q. В случае (а< точка от, иа (S) и предпоследний
член в A5) равен 2tcjj.o, так что сумма двух последних членов

равна нулю. В случае (б) необходимо различап» случай, когда т

с (D,.), 01 случая, когда т в (De). Если т в. (Пг), предпо-

предпоследний член равен 4~}х0; если т в (D(,), on равен нулю.

Итак, сумма двух последних членов в A5) раг.на:

если да, на E),
если mi в (Л^),
если тл в (Ое).

A6)

2rji0 — 2~fio==O,

4-[i0 — 2it}A0 == 2тг{*0,

О

Остается оценить pa.siiocih

М
-1

(Я)

Опишем, как в § 2, сферу Ляпунова около точки гп0 и

обозначим через (?) часть (.S") внутри сферы. Тогда можем

записан,:

. cos (r,,N) ,
— u0) -±f^-' da—

cos(r.,,/V) ,

1Ч (S)



ТРИ ГЕОРЕМЫ О ПОТЕНЦИАЛЕ ДВОЙНОГО СЛОЯ 67

Если точка т2 на (S—v), r21 больше
-^

и интеграл

ч cos (r.,iN) ,

(У ~ Но) —т— "а

непрерывен и ограничен вместе с производными, так как рас-
d „

юнние ог ?я, до м0 не превосходит -л-. Отсюда следует,

и пни остается оценить разность

У

<аАЬ,

С. ч cos (r21iV) , (*. ч cos (ronW) ,

= ) ((х — jx0) 421—'й?з — ((х — (х0) Ц- - ^а-

Опишем около точки т0, как в § 2, сферу радиуса 28.
Имеем:

cos

(o)
г.<1

cos

Г / ч
cos (r2iN) j i Г / \ cos (r.jnN)

j (I* — |»o) - 4—dQ Л \ (\f--V-o) .? J

in) Г21
(a)

'20

¦|'пк как |jx — [хо)<2Л, то, пользуясь неравенством C8)
% И (I) и замечаниями § 2, находим, что последний инте-

||цл в A7) меньше сА{2Ъ)х, где с — определенной число.
'I случае (а) предпоследний интеграл в A7) меньше сА(ЪЬ)х,
>ik как часть (з2) поверхности (S) внутри сферы радиуса 33
центром в т1 содержит в себе (а), что мы уже отмечали

I 2.

В случае (б) мы оценим этот интеграл непосредственно.
И* (в)
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CQs(r.zlN) по модулю меньше единица. Обозначая чарез а

и {5 углы при вершинах т0 и ота треугольника
найдем:

Г,] sin а «, sin а »
. ^ a • . 1

-- =

ЖТ ^ = 8-^y>Ssmal>8sln(U>-
так как а есть угол между нормалью в т0 и прямой, про-
проходящей через т0 и пересекающей (S) внутри сферы Ляпу-
Ляпунова в двух точках.

Отсюда следует, что

2и 25

Г. 4cos(r,,A/). ,0B5) о„ Г , - 2'0 B8) Г f , .

О — fо)———do < \ г •221 rf3 < —~ ! р rfp d?=
(а)

&
(а) О О

= 32тсв B8) A8)

и, следовательно, интеграл бесконечно мал вместе с 8.

Если [а правильно непрерывна, интефал оценивается ве-

величиной аАЬх. Итак, в случаях (а) и дополнительном, сумма

двух последних интегралов в A7) оценивается величиной аАох;
в случае (б) эта сумма бесконечно мала вместе с 8.

Перейдем к первому члену A7). Имеем:

cos (r.nN) cos (гао/У)
_

r2X cos (г-лЩ ri0 cos (r.aN) __

rl r- fZ rA
'21 SO '21 20

_
r21 eos (r#N)

'21

i cos i

V) O9)

В самом деле, во всех случаях, г21 есть геометрическая

сумма пекторов rQl и г20; поэтому

r21 cos (/-21/V) = r20 cos (r20yV) -j- 8 cos (r01N).

Рассмотрим отдельно случаи (а) и (б).
В случае (а), если (%) есть нормаль к (S) в т0, то

имеем:

cos (rOiN) = cos (r01N0) -f [cos (/-01;V) — cos (r01/V0)];

между тем имеем
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Ег\о-
мгдовательно,

| cos (r01 /V) — cos (rOlNo) j < (/Vq/V

Кроме того, в силу неравенства A7) § 1 (I), имеем: .

cos(/-01A/0)|<?r|.1 = ?8),

8 | cos (r01N) |< ЕЬХ г'~

-j- ЕЪгы.
И поэтому

Оценивая интеграл, отвечающий первому члену правой
•тети A9), заключаем, благодаря неравенству (9),

(Г -а)

чт. а

. 2 . 23

2- d

J

Перейдём к случаю (б). В силу неравенства A2) § 1 (I)
И того факта, что 8 (R) неубывающая функция, можем

нцнисать:

|ll-N|<O(r2n)<OBp).
Ниодя цилиндрические координаты, получим:

W-* <233.2 Г f

5' j*

М14 всюду полагали -j r20 вместо г.21 и р вместо г20.

Между тем, koi да 8 стремится к нулю,

IIiii Ь
P"

0-=

Р* -j—= HmOB8)= 0.
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В дополнительном случае интеграл меньше, чем

d

2а • 4т: ЗА

Итак, в случаях (а) и дополнительном интеграл оцени-

оценивается величиной aA&; в случае (б) интеграл бесконечно мал

вместе с 5. Обратимся к последнему члену правой части A9).
Неравенство (9) дает:

2°I „з я
,

<4-ь|4+т4)

-S 2

'21 20

аЪ

4"

Благодаря неравенству A7), установленному в § 1 ([), имеем:

| cos (r2QN) [ < Erl0.
Во всех случаях имеем:

J 0х—i <

(L-l) ^» 6 J Я

Итак, интеграл /, оценивается неличиной аАЬ' в слу-

случаях (а) и дополнительном; в случае (б) /, бесконечно мал

вместе с 8. Теорема 1, таким образом, доказана; теорема 2

доказана для случая, когда т^ находится на нормали к (S)
в точке т0.

По предположению jj. непрерывна на (S). Так как (S) есть

замкнутое ограниченное множество, то ц равномерно непре-

непрерывна на E). Следовательно, можно указать такую возрастаю-

возрастающую функцию 6 (R) (О (R)-* 0 при R -> 0), что неравенство A4)
выполняется независимо от положения точки /м0 на E). Со-

Собирая вместе все оценки, полученные для случая (б), имеем,
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для определенности случай, когда тх в (Д):
d

Wx— Wo—2т.\H1< аМ+ bo' + ей B6) -+¦ со | -{~± dp =, Ь E),

1Д(* 'HS) непрерывная функция и юC)~>-0 при 5->0;

*ji(8) является возрастающей, если коэффициент а выбран,
достаточно большим, чго будем предполагать выполненным.

Пусть теперь точка тг находится внутри (Д) на расстоя-
расстоянии о от точки т0. Тогда расстояние 3j точки тг до (S)
in* превосходит 8 и если ж2 есть ближайшая к тг точка (S),
то расстояние /«« до т0 меньше '28. Учитывая, что /м3 лежит

ко нормали к E) в точке /и2, будем иметь:

-f 2-1 ;x2
—

jx0 ] < ^ (83) -f- aAt + 2^0 BS) < Ь (S) [-
'

-f- 2-в B5) = <? (S),

1де о(8)~>-0 при 8->0. Теорема 2 доказана.
Из теоремы 2 следует, что потенциал двойного слоя W

U непрерывной плотностью равномерно непрерывен в (Д)
И и (Df.) и является гармонической функцией внутри (?><)
и ниутри (D(,).

Действительно, в замкнутой области, состоящей n.s (/),¦)
И |раницы E), рассмотрим функцию, равную W в (Д) и 1F?
ПА E). Очевидно, W непрерывна в каждой внутренней
1*«чке (Dt), даже если плотность у. не непрерывна. Кроме
ТОП), в силу теорем 1 и 2 она непрерывна в каждой точке (S).
Таким образом, рассматрииаемая функция непрерывна в каж-

доН точке конечной замкнутой области и поэтому равномерно
непрерывна. Отсюда — W равномерно непрерывна в (Д-).
Мииедение первых производных W при удалении т0 обеспе-

чииист равномерную непрерывность W вне любою шара,
содержащего внутри поверхность E). Так как для конечной

МВС1И (De), лежащей в шаре, равномерная непрерывность
Донизывается как и для (Д), то W равномерно непрерывна
н (/>„). Так как W удовлетворяет уравнению Лапласа и убы-
И|("с вместе с производными подобающим образом при уда-
Я»нии т0, то W гармоническая внутри (Д) и внутри (Д),
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Добавление. Заметим, что доказательство теоремы 2 можно
провести для любой точки т0, лежащей внутри части (S), где функ-
функция м- непрерывна. Поэтому справедлива теорема: пусть плот-
гость ;а потенциала двойного слоя интегрируема (но может
быггь кеограничека). Если ц непрерывна с некоторой части (S)
и т0 есть внутренняя точка этой части, то справедливы фор-
формулы. A1).

Также справедлива теорема: если и. интегрируема ^ a (S) и огра-

ограничена в окрестности точки т^, то W непрерыпь п с точке т$

Теорема 3. Если а правильно непрерывна, то потен-

потенциал двойного слоя правильно непрерывен в (Dt) и в (ПР).
Для определенности будем рассматривать случай (Ог) и

через Wi{ni) обозначать предельное значение W в точке т

поверхности (S).
По предположению имеем:

|<j.j г A, I
o-j
— \>.0\ < А г10

и, следовательно, О (R) — AR . Поэтому находим, ограничи-
ограничиваясь для простоты случаем л<1:

d

•^iF) = аАЬ-\-ЬАЬ -(-сч B8)-[-ее

и аиало!ичио в (8) < c.fi .

Поэтому на основании предыдущего

\\V(m1)—Wi{m)\<c.,Ab'h
если расстояние точки т1 области (/)$) до точки т на (S)
не превосходит 8,.

Пусть 6 означает расстояние между двумя точками т1
и /,п2 области (D;). Покажем, что существует такая постоян-

постоянная с > 0, что

\W(m1) — W(m.,)\<cAox.
Необходимо рассмотреть несколько случаев расположения

точек /Я] и /и2. Если 8^-j, то так как \W\<aA, то

\W(,nt)- W(tih) \<2aA = A.-^-z. (-J) = Лс • (~
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И, следовательно, достаточно рассмотреть случай, когда

Щ
4*

Обозначим через 8, и 82 расстояния точек т1 и ота

й" (S). Будем всегда считать 8, ^ 82. Если 8 < -j-, а 8Х ^ -^,

in точки OTj и т2 и отрезок прямой, соединяющий их, лежат

и области, все точки которой от (S) удалены не менее чем

ни
. Очевидно, в этой области первые производные функ-

функции W ограничены числом вида сА и, следовательно, модуль
(отгости lF(m,)—W(«z2) меньше числа вида ЪсАЬ.

Осталось рассмотреть случай о, <
-

-, 8 < -J-. Здесь будем

рй.шичать два- случая:

1) о, < 28. Если т означает точку на (S), ближайи!ую
к /и,, то /и,/и < о, и m.jn <^.mlm2-\-mlm^.ol -j-8 < 38,
И поэтому

W{mx) — W(mJ | < ! W(mt) - Wt (m)

c.AA B8)x + cs

2) 8, ^> 28. Тогда, обозначая через (V) часть (S) внутри
i форы Ляпунова с центром в точке w0, ближайшей к тх,
н через (а) часть B) внутри сферы радиуса 28 с центром
» /«п, получим, обозначая через /я3 точку интегрирования:

Г
"

S)

COS

(S)

cos\ cos (/13^3) j / \
ccos

AJ- —
, \ <-OS

(i)

Но означает значение jx в точке
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Замечая, что г]8^28 и /\1:!]J>23, интегралы по (а) оценим

числами вида:

Расстояния точек тг и /н2 до (S—?) не меньше —

-.

Поэтому модуль разности интегралов по (S — ?) не превос-
превосходит числа нида сАъ. Остается оценить интеграл по (? — а).

Имеем:

cos (ги!Уя)
_

cos (r&N^ '

ri
/-,3 cos (ГиЩ) — л,3 cos (л, ^

'13 '23

-j- cos (г23Л/д) (~f- J <; -

., 81 cos (гг%Мй) | -j-

, 1^-^1яК^ + г23/-,3 f 4) _5_ g/J_ ,
1 1 \

'"^''гз 'is ri3 '"ib^ '"is^s

Так как точка т-л на (S — а) лежит вне шара радиуса 28

с центром в тг, то п силу неравенства (9) имеем г23>- -^-rri;
кроме того, очевидно, г13 >р и поэтому изучаемая разность

не превосходит —. Отсюда имеем для интеграла по (S — ?)

следующую оценку:

188 Г рх . Р^ = 4пЛ ¦ 88

5

и, следовательно, также в случае 8Х ^- 28 модуль разности

№*(га,)— Wfaz) не превосходит числа вида сАйх и теорема до-

доказана. Заметим, что если Х= 1, то вместо оценок вида сАЬх

имеем с АЬ
, где к' произвольное число 0 < X'< 1.

§ 4. О нормальной производной потенциала

простого слоя

В § 1 было доказано, что потенциал простого слоя имеет

непрерывные производные по координатам х, у, z точки

т{х, у, г), лежащей внутри (D^ или внутри (De). Проведем
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Нормаль NQ в точке т0 поверхности (S) и вычислим эти про-
и.шодные в точке тг этой нормали (рис. 19)

5 Хл
1

(S)

Г COS (гцХ)
'— Iх а

~

(8)
'21

rfo,

где jc,, _У]> ^i означают координаты точки mv

Образуем комбинацию

dV
=

Jx-C0S
dV

cos (г2Хх) cos (Af0*)+cos (r.,^y) cos (Nvy)+cos (r^z) cos (

MTO приводит к формуле

fdV\ cos (г^Ы0) ,

—— ] = I (X • -1—— CIO .

\dn/m J r
r3

(S)
21

B0)

Мы сейчас докажем, чго если плотность а непрерывна,

(УО) имеет предел, когда

юмка mt стремится к /я0,
пстпнаясь или внутри (D,)
или инутри (Dc), причем
11И1Ч011ИЯ этих пределов,

говоря, различит,!.
УОозначим их через

S

dn dn
'

¦т.

Рис. 19.1>удет показано, что

ИИ им рал B0) сходится,

ii'Jin точку от, заменить точкой т0 поверхности (S). При этом

получается некоторая функция точки т0 поверхности (S).
Нйпоисм эту функцию нормальной производной для V и

Нбо.ншчим ее

.
cos(/-20JV0) , /91,

н
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dV
После введения функции -т— можно доказать равенства:

dVt__dV
dn
~

дп

„ dVP
Н' dn

dV

dn

в которых ij.o есть значение а в точке w0.
Эти равенства будут доказаны is § 6. Они дают

dn dn
~~

Го' dndn dn dn dn'

Сейчас докажем, что интеграл B1) сходится, если плот-

плотность ц ограничена и интегрируема. Как в § 1 (рис. 16),
рассмотрим два круговых цилиндра радиусов pj и р2(р._><р,)
с осью jV0; обозначим через (а,) и (з3) части (S), вырезанные
этими цилиндрами. Для доказательства сходимости инте-

интеграла B1) доааточно показать, что интеграл

. г2
C-.J г-->0

бесконечно чал при бесконечно малом pj.
В силу неравенства A7) § 1 (I) имеем:

|cos(r20(V0)|<?r2o-
Поэтому, используя цилиндрические координаты, получим:

fi-
cos (r20Na)

da < EA 1 _
I .2

2п;

da < EA ¦ 2

'20 '20
'Г

0 p,

p rfp df

что доказывает теорему.
Из последнего неравенства заключаем:

Г cos (г.
I v-—^ B2)

где а — число, зависящее только от поверхности (S).

Замечание. Из предыдущих рассуждений можно заключить,

cos i

что

т.,4
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i ни А — верхняя граница для | ц |. Отсюда следует, как и в § б (I),
•но если ц„ равномерно на (S) стремится к пределу ц, то имеем:

(S) -° (S)

cos

I 5. Непрерывность нормальной производной потенциала

простого слоя

Теорема. Если плотность а потенциала простого
i /юн ограничена и интегрируема, то нормальная произ-
ШОная

•TWb правильно непрерывная функция точки т0 поверхно-
поверхности (S).

Пусть 8 означает расстояние /я,/и0. Найдем разность зна-

интеграла B1) в точках т1 и /и0:

cos

(л';
'21

cos

B3)
(S) '20

me iVj оиначаег нормаль в точке т1. Введем сферу Ляну-
ншш с центром в т0 и преобразуем разность B3):

(N-I

B4)
d)

Для оценки первой разности в B4) рассмотрим нотен-

ЦИМ Простого слоя

(S-Z)

Если ^ю==8<-у, то г21>-у, и no3Toviy потенциал

MMVCT для указанных ючек тг непрерьинпле производные всех
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порядков, причем модули потенциала и ею первых и вюрых

производных имею! оценку аА. Первая разность в B4) за-

запишется так:

lcos cos

В силу сказанного об оценках производных Vj, легко

следует, что квадратные скобки меньше чисел вида аАЬ.

Фигурные скобки оцениваются так:

| cos — cos | = 2 sin y-±. (Nix) + (Nnx)
2 X

X

Поэтому первая разность в B4) меньше числа вида:

д>- = А& (Зйй1
-^ + За?) =-- ЬАЬ\

Осиегся оценить вторую разность в B4). /1ля этого рас-

рассмотрим час!ь (з) поверхности (S) внутри сферы радиуса 28

с центром в т0. Вторая разность в B4) примет вид:

(г.аЫх)

7
cos (rmNn) \ ,

О») С)
''io

откуда

i 4

4- B5)
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На основании неравенства B2) последний член в B5)
меньше, чем aA Bbf. Если рассмотреть сферу с центром
и тг и радиусом 36, то придем к заключению, чго предпо-
предпоследний член в B5) меньше дЛC8)>. Таким образом, сумма

двух последних членов в B5) меньше сА&, где с определен-

определенное число, зависящее только or поверхности (S). Оцепим
lenepi. первый член правой части B5).

Мы имеем:

cos (га0АГи) ,

'21

+ @0{i4
Сначала будем заниматься вторым сла1аемым B6). Для

простоты будем счиь-пь Х< 1. Так как вне (з)

10

cos(r*N0)U. - \) I < Ek ^^^1^
 1 Г20 '

Г21Г20

Применяя цилиндрические координаты, получим:
"т. й

d9j [x cos (r^,0M0) j- -\ do

4я6 ,

Перейдем к первому слагаемому в B6). Имеем:

cos (г^Лу — cos (r20/V0) ===

= [cos(r21Afj)— cos(r21iV0)]-j [cos(r2]No)—cos(r20/V0)]. B7)

Для первой разности правой части B7), очевидно, имеем:

Icos(r21/V1)-cos(r21/V0)| < |(r2]/V,) — (rnN0)\ < (N,N0) < Ш\
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чго приводи г к следующей оценке интеграла:

Г
„

cos (r.xNi) — cos (r.^iNo) ,

(Х-а)

du ,-).'
B8)

Изучим теперь последнюю разнос 1Ь в B7). Если zx есть

ашшката точки /и,, то

и Для первого слагаемого правой части имеем оценку.

1 11^ / о ^ г. >v 1 ^ 2ао
14-

для второго

Г20 Р

1
г Р

Для ишеграла получаем оценку:

cos (r2iN0) — cos (r2OJV0)

< AA • 4тг ^+ 4Л . 2тг ¦ 4АЬ

Собирая все полученные результаты, убеждаемся, чю раз-

разность B3) меньше числа нида

откуда и следует утверждение георемы. В случае, когда

плотность а правильно непрерынна, можно улучшить полу-
полученный результат; в дополнении I будет указано, чго и этом

случае разность B3) меньше числа вида сА&.
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§ 6. Теорема о нормальной производной потенциала

простого слоя

Предположим, что точка т} лежит внутри (Dt) или вну-

внутри (De) на нормали к E) в точке т0, на расстоянии 8 or

1ОЧКИ Wj.

Теорема. Если плотность потенциала простого слюя

непрерывна на (S< и если точка т1 стремится к точке т0,
то имеем: ...,ч .,, ...

.. dV\ dVt dV | n

или

dnJm, An dn

\dnjm, dn dn l0

смотря по тому, приближается ли точ/са т1 к т0, оста-

оставаясь внутри (D,) или внутри (De); здесь [а0 есть значе-

значение [х в точке т0.

Добавление. Если ,л правильно непрерывна па (S), т. е.

если

го имеем, в зависимости от случая,

\ dnjm. dn I
или

Изучим разность

fdV\ dV

Имеем
(Ь) (Й)

cos (r-iriNn)

r't'20

_ [

ft

cos(r?1Afn) — cos

D)

\. B9)

6 Зак. 749. H. M. Гюнтер
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Первая разность правой части B9) уже изучалась в § 3
как разность двух значений потенциала двойного слоя. Было

установлено, что если jj. непрерывна, то эта разность имеет

своим пределом 2-ц0 или — 2-[i0 в зависимости от того,

остается ли точка т1 внутри (Ог) или внутри (De); если ;х

правильно непрерывна, то эта разность отличается от своего

предела на величину, меньшую, чем аА$>.

Для того чтобы закончить доказательство георемы, доста-

достаточно показать, что вторая разность правой части B9) беско-

бесконечно мала одновременно с 8. Предполагая лишь ограничен-

ограниченность [х, докажем, что эта разность по абсолютному значе-

значению меньше числа вида аАЪ1.

Рассмотрим сферу Ляпунова с центром в т0; пусть (S)
есть часть (S) внутри этой сферы; тогда упомянутая разность

равна:

cos (r.nNn) — cos

Г COS (/>1"о) — COS |

cos (r.nNn) — cos
1 о

Если 8 < -=-, то первая разность в C0) по модулю меньше

числа вида аАЬ. В самом деле, функция

Г
8

cos (rnNn) — cos (raJV2) ,

do

непрерывна и имеет непрерывные ограниченные производные
п окрестности точки иг0. Остается исследовать вторую раз-
разность в C0).

Рассмотрим сферу с центром в т0 и радиуса 28; обозна-
обозначим (о) часть (S), находящуюся внутри сферы. Тогда разность
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может быть написана так:

С /cos (r2\Nn) — cos (r2\N<>) cos (r-^Nn) — cos i

M 7i
=

7i

cos (r21Nn) — cos (г21ЛУ

I»)

(' cos (r^Nn) — cos (л>оЛГ2) ^
—

| (x -g da.

C2)

Как и в предыдущем параграфе, имеем:

| cos (r2lN0) — cos (r21N2) | < (N0/V2) < Er'm

I cos (г2ЭЛ/0) — cos (r20/V2) | < (Л/0Л/2) < ErH,
| cos (rOlIVo) — cos (г01Л^) | < (N0N2)

На основании неравенства A2) § 1 (I), r2:)<2p, где р

проекция г20 на касательную плоскость в точке т0. Поэтому
каждая из двух последних разностей меньше 21Ерх. Так как р
есть также проекция г21 на касательную плоскость, то имеем

г-ю > Р> Л21 > Р> и каждый из двух посдедпих интегралов C1)
меньше

¦>т, 25

dp __

4п •

-AZK

о о

Таким образом, осталось изучить первый из интегралов C1).
Применяя преобразование, использованное нами в § 3, мы

получим для точки mlt находящейся где угодно на расстоя-
расстоянии 8 от т0,

„ cos (У,,Nn) — cos (г21Ы«) cos (r^Nn) —
д = = =

7.

cos

'21 '20

cos — г-л cos

cos — Гдо cos

cos (л2[Л/0) — r20 cos (г2оЛГи)] —
— \r.n cos (г —

r20 cos (r2|

'21

6*
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¦¦{¦ |Г20 COS (ГооЛ/'о) — Г20 COS (Г00М,I Ц 1) =

и,

X
Г2()'21

- [cos (r^N0) —cos (r^Mn)

так как /\>j есть )еомегрическая сумма векторов л2э и r01.
Учитывая второе и третье неравенсгна C2), а также тот

факт, что на (- — о) /'o1>-|?, получим:

и для первою интеграла в C1) имеем оценку

2- й

• 28

A-е) ft 8'

Из полученных нерапенств следует доказательство тео-

теоремы.

§ 7. О производных потенциала простого слоя

Приведем пример потенциала простого слоя с непрерыв-
непрерывной плотностью и имеющего неенраниченные произиодные.

Пусть круг в плоскости хоу радиуса У?<1 с центром

в начале координат является частью замкнутой поверхности

Ляпунова (S). Тогда поведение в достаточно малой окрест-

окрестности начала координат потенциала простою слоя, распро-
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ограненного по (S) с плогтостью ix, зависит от поведения

в той же окрестности интеграла

гак как интеграл по оставшейся части (S) имеет непрерыв-
непрерывные производные любою порядка в окрестности начала коор-
координат.

Положим в указанном круге

\i (;, t\) непрерывна и стремится к нулю, если ^/"^- —(— "*1У —> 0.

Вычисляя и точке т1 @, 0, z), | z | > 0 производную по х

от интеграла, получим:

COS9 f~ dp /•

¦ (VfT^f ~J I m p I (У?

Последний интеграл возрастает при убьшании \г\. Пока-

Покажем1, что он возрастает неограниченно. Действительно пусть
8 > 0 (8 < R) произвольное число. Тогда

К R

p os dp

in р

Но при |г | -> 0

R

lnp

lni

и, следовательно, при достаточно малом г | интеграл слепа
1 ,

I In о

,
а поэтому при том же значении zбудет больше -<т In , 7—J. \ In

-In
2

In о

In/?
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Ввиду произвольности 8 следует, что интеграл слева не-

неограниченно возрастает. Этим показано, что производная по х

потенциала простого слоя с непрерывной плотностью не.огра-

ничена.

Ляпунову принадлежит следующая теорема.

Теорема. Если плотность jx потенциала простого
слоя правильно непрерывна на (S)> то производные

ду .I'-TfT*3' \ C3)
(S)

av_ г с— zx

рассматриваемые как функции точки т±(хх, yv z^), пра-
правильно непрерывны внутри (D{) и внутри (De).

Несколько громоздкое доказательстно этой теоремы поме-

помещено в дополнении. Сейчас, считая теорему справедливой,
сделаем некоторые выводы.

На основании теоремы § 2 (I) заключаем, что производ-
производные C3) имеют определенные пределы при стремлении точки тЛ
к точке т0 поверхности (S) и эти пределы сами суть пра-
правильно пепре{~ывные функции точки т0. Обозначим эти пре-
пределы через

Ш EYl lYi.- ^Yjl Hi AYjl
дх '

ду
'

dz ' дх '

ду
' dz '

где индексы /, е указывают на область, в которой находи 1ся

точка mv
Когда точка тг пересекает (S), производные испытывают

скачки. Теорема § 3 (I) позволяет найти значения этих скач-

скачков. Действительно, ~ и ~л~^ > будучи значениями произ-

производных двух функций, определенных одна в (D4), другая
« (De) и совпадающих на (S), удовлетворяют следующему
равенству:
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Аналогично

dV,- dVe
~dj #
dV{ дУ„ . ... .

~bt д7
= 4lt^o cos (МЛ

§ 8. Производные потенциала простого слоя

с дифференцируемой плотностью

Предположим, что ц., рассматриваемая как функция
точки иг2 (S, t\, С) поверхности (S), допускает образование
комбинаций

Предположим, кроме тою, что поверхность (S) имеет

непрерывные элементы кривизны; это значит, чго можно

образовать комбинации

3). cos (Л/д-к), 3) cos (М,_у), 3l, cos (K,z)

и эги комбинации непрерывны.

Рассмотрим интеграл

du

где (?) — некоторая часть поверхности E), ограниченная кон-

контуром (/).
Если точка то(х, у, г) не на (?), го имеем:

J. '20

ь C4)

так как

20
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Последний интеграл в C4) не будем преобразовывать.
Подинтегральную функцию первого интеграла запишем в виде:

и, следовательно,

H'cos
dV Г ...

ч
cos (r2tlN?)

U
= I cos (ЛГЛ)

(г)

A) Г*0
т

-О

Займемся лишь преобразованием последнего интеграла.

Для краткости записи введем следующие обозначения:

cos (/У,г) = v.

Учитывая, что

^-rPs-r7s-l
и, следовательно,

у 0.(*2-Г Р2—7*)== * 0;* + PS^+ 7^T = О,

получим:

. (/Р) -+- 7 ^ (/7)-
Имея в виду использование формулы Стокса, положим:

? = 0, '1=/7, 7. = —/р.
Тогда

а ^. f /«) + ? Щ (/,8) + 7 0. (/7) =

+ 7 \а? — я*\ Л *! 4 (*/) ¦+¦ ®, (Р/)+»5 (т/) }•
Применяя формулу Стокса, получим:

Г /ii\ ,

"

cos (Nz)drl — cos (ЛГу) di ,I f I u" _ _ (J, —
"¦

—r—

4- J г ! S (of) +^ (?/) +^G/)) do. C6)
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Введем обозначение

Как было отмечено в § 3 (I), К равно средней кривизне
поверхности.

Как было доказано в § 3 (I), для любой функции /

и поэтому сумма под знаком последнего шггарала в C6)
принимает вид:

+ 0„? и@гЯ)=/К=-^К. C7)

Учитывая C5), C6) и C7), получаем:

die' ][a/Ccos (Nx)] — + V cos (Nx) D. rfo -f
20

\ — cos (Nz)dr\i
-г

(в

Производные -к—,
-

получаются круговой перестановкой

букв х, у, г и 5, т], С. Если поверхность замкнута, послед-

последний член в C8) отсутствует.

§ 9. Нормальная производная потенциала двойного слоя

Для того чтобы существовала нормальная производная

потенциала двойного слоя, плотность \к этого слоя должна

удовлетворять условиям, более crpomw, чем встречавшиеся
до сих пор.

Следующий пример, принадлежащий Ляпунову, показы-

иаег, что правильная непрерывность плотности недостаточна

иш существования производной. Предположим, что часть (?)
поверхности E) плоска и чш (X) есть круг с центром

it точке т0. Мы положим на (V)
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где р
— расстояние точки на (?) до т0. Если т1 и Wo две

точки на (?), расстояние между которыми есть г, то имеем:

| Нч». — V-m, I = К\ Р2— Pi | < Кг

и, следовательно, и. правильно непрерывна, причем число X

равно единице.
Имеем

| cos (rN) , , Г cos
^ ) V- rTT±da + ) V-

Так как второй член имеет производные любого порядка
в окрестности точки т0, то займемся исключительно первым.

Возьмем за ось Oz нормаль к (?). Для точ! и т1{0, 0, z)
на нормали к (У) п т0 имеем:

cos(rN)

| O, (yVMO
(I) 0 0

и о

= 2*Kz log (rf 4-/fif2 + 22)— 2тгАГ^ log | z \—2*Kz —
У

Первый и третий члены и выражении IF, имеют произ-

производные по г, стремящиеся к определенным конечным пре-

пределам, когда z стремится к нулю; производная второго сла-

слагаемого равна
— 2r.K\og\z\ — 2ъК

и возрастает неограниченно, когда z стремится к нулю.
Мы в последующем не будем пользоваться нормальными

производными потенциала двойного слоя. Здесь только фор-
формулируем без доказагельава теоремы, принадлежащие Ляпу-
Ляпунову, придав им немного более общую форму; доказательство

теорем находится и дополнении.

Теорема 1. Если выполнено одно из следующих
условий:
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1°. [J. непрерывна на (S) и OVjM,) < Ern (Va и N2 нор-
нормали к (S) в точках т1 и т.2, расстояние между кото-

которыми есть г21) или

2°. | цт1
—

рт | < Ег21, (Л^лу < Ег)Л @ < л < 1) и если

потенциал двойного слоя

(S)

обладает одной из производных

dn
'

ff/i
'

он обладает и другой, и, кроме того, имеем:

dWe
dn dn

Выберем точку поверхности т0 началом цилиндрической
системы координат, направив ось Oz по нормали в точке т0.
Пусть B) есть часть (S) внутри сферы Ляпунова с центром

в т0. Известно, что (?) пересекается каждой прямой, парал-
параллельной Oz, не более одного раза. Пусть на (?) задана

функция [а (т), где т точка (X). Мы положим [л. (р, о) = jx (m),
где р, <р первые две координаты точки т. Значение [i в т0
обозначим |х0.

Неравенство
2л

; йр1-\ (а „ 0, v > 0)

называется условием Ляпунова.
Теорема 2. ?сли выполнено одно из двух условий

теоремы 1 и условие Ляпунова, то потенциал двойного
слоя имеет нормальные производные.

§ 10. Производные потенциала двойного слоя
с дифференцируемой плотнсстью

Пусть (?) есть часть поверхности (S), удовлетворяющей
условиям Ляпунова. Пусть (/) контур (?).

Рассмотрим интеграл

&)
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Предположим плотность и. дифференцируемой по (S);
следовательно, можно образовать комбинации

Если точка то(х, у, z) не лежит на (?), мы имеем:

w = J н 4fcos(л/х) + ¦#cos('v-y)+-# C0S('Vz))rfa>
откуда следует:

л / ^2_i_ ^_L ,52_L »

= J ,1 ( -^ cos (Ate) --gg* cos (/Vy) 4 -^f cos {Nz) J rfa. C9)
s)

Для краткости введем следующие обозначения

Имеем

<?2/ д-f dlf .

а в силу определения <^, (% , <5?, для любой функции /
справедливы равенстиа:

Поэтому фигурная скобка в последнем интеграле равен-
равенства C9) преобразуется как
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Подинтегральная функция в C9) отличается от получен-

полученного выражения множителем ;х. Воспользовавшись тем, что

и аналогичными равенствами, преобразуем подинтегральную
функцию интеграла C9) к виду:

+ -§?(«0;!* —T^elO- D0)

В силу формулы Стокса интеграл по (?) от фигурной
скобки преобразуется в интеграл по контуру /:

(J)

Так как

(?)

df
dr,

то

1
^—cos

Аналогично образуется интеграл от -^-(а^р—
В результате интегрирования D0) по (?), получим:

dW д '

cos (Ny) @t\>- — cos (Nx) S>t\j-
dx dy , r20

д |' cos (Nz) SffV-— cos

@

D1)
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. dW dW
Формулы для —ц—

и
—ц— получаются круговой переста-

перестановкой х, у, z и $, i\, С.

Если поверхность замкнутая, то отсутствует криволиней-
криволинейный инте1рал, г. е. имеем:

dW
__

д
"

cos (Ny)Q!(.[>¦— cos(Nx)Slr^
дх ду , Гу,

(S)
д (' cos(NzKte\i—cos (Nx) 3rV-

-4- -т- dc. D2)
oz j r2o

Допустим, что <&&> &>№¦> t&'.V- правильно непрерывны
на E). Тогда cos (А/у) Qs-^ — cos^A/x)^^ также правильно

непрерывна и, следовательно, потенциал простого слоя с такой

плотностью имеет в (D,-) и (De) правильно непрерывные про-
производные. Из D2) следует, что производные потенциала двой-

двойного СЛОЯ С ПЛОТНОСТЬЮ [А, ДЛЯ КОТОРОЙ О)^, 3)цУ-1 О)',У-
правильно непрерывны, имеют в (Д-) и в (De) правильно не-

непрерывные первые производные.
Если воспользоваться тем, что

df , - df , 5/
__

cos (r20JV)

го вместо формулы D2) получим:

(^VT (? f cos (NxK!t\>- д Г
.-— == _ da ^— I
dx ox J г.м ay J

da ^— I
г.м ay J r20

(S)

cos (Ny)Q>r\x
'da—

cos (Nx) д>х

<й) 20 (в)

cos

D3)
'20

Вспоминая формулы § 7, найдем:

=—4n cos2 (Nx) Q}xv — Atz cos (Nx) cos (Afy)&„?—
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и так как

cos (Nx) Q)я11 _|_ cos (Ny)QSyV-^r cos (Nz) gszp = 0,

находим окончательно

dWi dWe . _

-w—w
= *"&'*•

Аналогично находим:

дЩ dWe .
л dW( dWe

V—f=^®* -j~—r

Из трех последних формул непосредственно следует:

?-f=4« [cos (Nx) 0a!x + cos (Ny)^+

+ cos(Afe)Srsii.]==0.

§ 11. О сходимости некоторых интегралов

Докажем сходимость следующих интегралов, имеющих
отношение к ньютонову потенциалу:

Г dz С dx

J 'on .J '«о 1

(D) (D) (D)

Интегралы берутся по конечной области (D); г20 означает

расстояние точки га0 (л:, у, г) до точки т2 (?, тг), С) инте-

|рирования.
Опишем вокруг точки т0 две сферы радиусов 8t и 62 Fj[< 62)

и пусть 8 есть область, ограниченная этими сферами. Для
доказательства сходимости указанных интегралов достаточно

проверить, что соответствующие интегралы, взятые по (8),
бесконечно малы, когда 82 стремится к нулю.

Введем сферические координаты, приняв точку то за

полюс:

\ — х0 = р sin Ь cos ?,

Y] — у0 = рsin Ь sin со, (О^б^тс,

С — 2o = pcosO.
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Мы имеем

ТЕОРИЯ ПОТЕНЦИАЛА N. а

2ir r. 8,

(j) 0 0 8,

E)
'20

•

р2 sin 8 dp

0 0 5;

1 М-—

J J ^> -7-(">2-»i)<-^^i
U 0 8,

D4)

Это доказывает, что интегралы сходятся. Обозначая

через E2) шар с центром в т0 и радиуса 82, имеем:

D5)

J ~tT
§ 12. О ньютоновом потенциале

Пусть (D) конечная область, а ;х функция, интегрируе-
интегрируемая по i»TOft области.

Интеграл
''

'LJl, D6)

рассматриваемый как функция точки то(х, у, г), называется

ньютоновым потенциалом. Очевидно, что для точек вне (D),
Р обладает всеми производными но х, у, г, причем Р стре-

дР дР дР
мится к нулю как первая степень, а -г—, -ry , -j-

как вто-

вторая степень-г-, где R расстояние точки т0 до некоторой

фиксированной точки пространства. Кроме того, п каждой
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точке, не принадлежащей (D) или границе (D), имеем:

ДР: а • Д —- dz = О,

я это значит, что Р есть гармоническая функция во всякой

области, лежащей вместе с границей вне (D). Первое из не-

неравенств D4) показывает, что интеграл D6) сходится, если

плотность [j. ограничена и интегрируема. В самом деле, упо-

употребляя обозначения § 11, имеем:

— < 2ъАЬ\ -> 0, если 82 -> 0.

(о)
"

Ф)

Вычислим значение Р в случае, когда область (D) есть

шар и плотность jx постоянна; положим ji
= l.

Очевидно, что в этом случае Р зависит лишь от рас-

расстояния а точки т0 до центра шара и не зависит от на-

направления прямой, соединяющей т0 с центром шара. Поль-

Рис. 20.

зуясь этим, поместим начало координат в центр шара, а ось (X

направим через т0.
Введем сферические координаты:

\ — р sin 6 cos »,

fj == р sin 0 sin »,

С = р соь Н.

Замечая, что для такого выбора системы координат 9 есть

угол А'ежду От% а От0 (рис. 20), получаем:

ли = /р2+ аа —2apcosO. D7)

7 Зак. 749. Н. М Гюнтер
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Если R есть радиус шара, то имеем:

2т: г. R

п f dx
' '

( Р2 sin 8 dp rffl rftp
у = i = i .

J r20 . • J '20
(Z») ooo

Взяв p, r20, » в качестве переменных интегрирования и

замечая, что

S> (p. ra-i, у) ре sin в д> (р, в, (?) r.Zn

Q) (р, 6» t?) /"go
'

^ (р* '"''О* ^Р) ^ ^^ ^ '

получим:
В й+р 2кр

:=М f
О ||О |О-р| О О

Если /и0 вне шара (D), то а > р и

/Г л.

'

Pl(e + p)-(«-p)]rfp = 7 J
4л ./?3

я 3

Если /и0 внутри сферы, то \а — р| = я — р, когда р < а,

и | а — р | = р
—

а, когда р > а. Отсюда следует, что

а В

Р =~ { ( Р [(« + Р) ~(«- Р)МР+ j Р Ка+р)-(р-в)] ^Р) =
О

Итак, окончательно

l, если «о в

= 2и/?2 —^-д2, если щ в

<48>
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Пользуясь формулами D8), без труда находим, что по-

потенциал и его первые производные непрерывны во всем

пространстве.
Как будет видно из следующего параграфа, этим свой-

свойством обладает ньютонов потенциал любой конечной об-

области (D), если только плотность jj. ограничена и интегри-

интегрируема.
Сейчас найдем приближенные формулы для значения нью-

ньютонова потенциала любой конечной области (D) и ограни-
ограниченной плотности [j. для точки, весьма удаленной от тела (D).

Рис. 21.

В качестве полюса сферической системы координат (рис. 21)
пыберем центр тяжести тела (D). Если полярная ось fi -- О

проходит через точку т0, то имеем:

где R есть радиус-вектор точки т0. Разлагая — в ряд по

степеням -у-, получим:Л:

JL 4- ? cos() '

R2

Продолжая до членов порядка(-р~) , имеем:

(Ь) (В) (Ь)

7*
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Между тем

Г [ip cos 6 dz = {y?dz — O,
J J

так как полюс есть центр тяжести тела (D). Таким образом,
/ 1 v*

получаем, продолжая до члена порядка I-р~) :

dz М ,

(О)

где М есть масса тела.

§ 13. О первых производных ньютонова потенциала

Теорема. Если плотность ji ньютонова потенциала

ограничена и интегрируема, то потенциал имеет первые

производные по координатам х, у, z точки т0 и эти

производные правильно непрерывны во всем пространстве.
Пусть x-\-h, у, z будут координатами точки ти а г21

—

расстояние точки т1 до точки т2($, ч\, С) интегрирования.

Изучим разность

и покажем, что она бесконечно мала вместе с h. Если эго

будет установлено, то будем иметь:

lim

ft->0

J - dz ji. dx

Ф)
E0)

'20

что доказывает существование нроизиодной по х и дает зна-

значение этой производной.

Образуя вокруг точки т0 область (8) § 11, имеем:

5— х

E) '20

где А — верхняя грань для | ;х |. Это доказывает сходимость

интеграла правой части E0).
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Рассмотрим теперь шар с центром в т0 и радиуса 2|А|.
Разность / принимает вид:

,
1 Г Г di i' dx~] f Ъ — х

L J
Bft) Bh)

Третий интеграл в E1) меньше 4тсЛ - 2 | /с |. На основании

результатов § 11

B7s)
J ^--Sf 04*i>"- *«t|*i.

Для оценок первого интеграла в E1), опишем вокруг тх
как центра шар радиуса 3|А|. Этот шар (ЗА) содержит

ннутри первый шар BА). Отсюда следует

BЬ)

\ f .

(ЗМ

<Г
А
V

Рассмотрим последний член в E1). Применяя формулу
Тейлора, имеем:

1/1 1\ 1-х ,. CE—* —6ЛJ/1 1 \ S
г I Ъ (- к

где г' есть расстояние от точки т' с координатами (x-\-bh,y,z)
@ < f) < 1), расположенной между тон mlt до точки /ге2(?> ""Ь Q-
Отсюда следует

г20

Между тем расстояние между т' и тга0 меньше | h |, и

точка от2 вне шара BА). Поэтому на основании неравен-

неравенства (9)

откуда следует
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Если R есть радиус шара с центром в т0 и содержа-

содержащего внутри тело (D), то имеем:

(Л-2П)

< А • 32|А 1

ТС Д1

•

f sin 6 rfp rfO rfy

(I 0 2,ft]

= 128тсЛ I A | log
R

2|ft|
=---aA\h\v .

Итак, разность / бесконечно мала вместе с |А|, так как

каждый из трех первых интегралов в E1) бесконечно мал

как c\h\, а последний как c\h\v. Эгим доказано суще-
существование производной. Формула E0) даег значение этой про-

производной. Таким же образом доказывается, что существуют

производные по у и z.

Остается доказать правильную непрерывное гь производ-
дР

ных. Докажем непрерывность-^—. Обозначим расстояние

между точками т0 и m1(xl, yu zr) через 8, и рассмотрим

разность

\\ С-Ц^Л. E2)

Опишем около точки т0 шар радиуса 28 и разности E2)
дадим нид:

/=

B8) ф) (D-25)

Аналогично тому, как изучалась разность E1), и исполь-

используя сферу радиуса 38 с центром и mv заключаем, что

S — x

B3)

Г и-
—

B5)
4

< Л • 4ic • B8),

C5)

C8).
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Изучим последний интеграл E3). Для этого заметим, что

\ \1—

хг

1

<. r.2l, \х—
Отсюда

< 8 и> кроме того, в (D — 28)

Итак, разность E2) меньше числа вида

что и требовалось доказать.

Добавление. Нетрудно доказать следящую теорему: пусть
плотность ^ интегрируема {но может быть неограничена) в не-

коггорой конечной области (D). Если в некоторой области (<о),
лежащей в (D), плотность р ограничена, то в любой обла-

области (и)]), содержащейся вместе с границей в (<о), потенциал Р
ограничен и имеет ограниченные и непрерывные первые произ-
производные.

Действительно, имеем:

Р —
I Л>0

Второй интеграл правой части имеет ограниченные непрерыв-
непрерывные производные во всем пространстве, как ньютонов потенциал
с ограниченной плотностью.

Первый интеграл правой части в области ((oj) ограничен и имеет

непрерывные производные всех порядков, так как для точек т0 из

(<oj) r2Q имеет положительную нижнюю границу, когда от2 в (Р—">)•
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§ 14. О существовании вторых производных
ньютонова потенциала

Для существования вторых производных ньютонова потен-

потенциала недостаточна лишь простая непрерывность плотности.

Приведем пример.

Пусть (D) есть шар радиуса R < 1 с центром в начале

координат. Положим

где /(р) непрерывная функция в промежутке 0<1р<;/?, при-
причем /@) = 0. Очевидно, ;л непрерывна в и'аре и равна нулю
в центре шара. Первые производные ньютонова потенциала
с такой плотностью на основании предыдущего параграфа
непрерывны во всем пространстве.

Покажем, что при некотором выборе функции/(р)в центре

шара не существует второй производной по z ньютонова

потенциала.

Действительно, вычислим значение ^ (а) потенциала в точке

(а, 0, 0), где 0 < а < R. Вводя сферические координаты,

получим:

sin 6 [3 cos2 6—1] Л
=2ir ps/(pn

pii —2a?cos6

Полагая у а8 -|- р2 — 2ар cos Ь = t, получим:

Г sin 6 I

6

па .1Яр
|о-р|

и поэтому имеем:

если р < а,

если р > а,
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Дифференцируя, находим после упрощения:
a R

и в силу отмеченной выше непрерывности первых производ-
производных получаем:

« </@) = Нт </(а) = 0
ан>0

при любом выборе непрерывной функции /(р).
Рассмотрим отношение

>/(рМр+2[Шф].
Первое сла1аемое квадратной скобки при а —> 0 имеет пре-

делом Е-/@) = 0. Второе слагаемое предела не имеет,
о

если /(р) выбрано так, чтобы быт расходящимся интеграл

Достаточно положить /(р)— -j , /@) — 0. При таком вы-

Сюре /(р) не существует <{/' @), и 'V'(a) не ограничена. Если

положитьположить

cos |/"log |
1/ log

—

то 4"@) не существует, но 4" (а) остается ограниченной.

Теорема. Если плотность р правильно непрерывна,
т. е. если имеем

I V-
—

V-o I < Аг\п>
то ньютонов потенциал имеет вторые производные во

всех точках, не лежащих на границе области (D).
Существование вторых производных в iочках, лежащих

пне области (D), очевидно. Остается доказать существование
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их в точках, лежащих внутри (?>). Займемся производ-
производив

ной -т-?-. Пусть т0 точка внутри (?>). Опишем вокруг нее

шар (d) радиуса d, выбранного так, чтобы шар лежал цели-

целиком внутри (D). Потенциал D6) запишем в виде:

Р= Г ^4- f I*—• E4)J ^
''го J '

'"го
(<J) (D-d)

Существование вторых производных в точке т0 у второго
слагаемого очевидно, так как это слагаемое есть гармони-

гармоническая функция в шаре (d).
Рассматриваемая производная этого слагаемого равна

. E5)

Остается изучить первое слагаемое E4), которое обо-

обозначим Рг. Пусть ^{\к\<^-Л произвольное число. Обозна-

Обозначим точку с координатами (x-\-h, у, z) через тх, а ее рас-

расстояние до тг через л21.

Образуем разность

z — x .\

+ i( ('(^-Ы-Ц^^- f (H- —Н-оI^—^-^), E6)
(<«

Г21 «Г) Г2»

где [а0 есть значение [а в точке т0. Предел этой разности

при /г-*0 есть в точности вторая производная от Pv взятая

два раза по х.

Займемся первым членом правой части E6). Он является

произведением -^- на разность значений в точках т1 и т0

первой производной по х' от ньютонова потенциала с плот-

плотностью единица по шару (d), причем потенциал рассматри-
рассматривается как функция точки т'(х', у', г'). Заменяя во второй
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строке равенства D8) Ф на (х'— xf-\-(y'—уУ^г(г' — zf,
дифференцируя по х', полагая x' = x-\-h и х'= X и вычи-

гая, найдем:

(d)

4r.
— E7)

Займемся вторым слагаемым в E6). Мы изучим разность

(Ч)
г»,

(V—
3(; — х)* 1

Bft) 21 BЙ) 20

E8)

где BЛ) означает шар с центром в т0 и радиуса 2 | h |, со-

содержащийся в (d) в силу выбора h.

Докажем, что разность E8) бесконечно мала вместе с h;
это нам даст предел второго члена в E6).

Для третьего интеграла правой части E8) имеем:

Г
,

Bft)

2т: т. 2|й|

<4Л

0 0

~-

Г20

2|А|
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Так как шар с центром в т1 и радиуса 3 | h \ содержится
в (d) и содержит внутри себя шар Bk), и так как

I и — ъ\ = I (v- — f^i) + (f*i —1*0) КI v— v-i I +1 H-i—Ы<

<Ar\l+A\h\\
то для первого интеграла получаем:

A f r?i

у J (f— Ы—73—& щ
BA)

21
Bft)

, i4|*|* f d% Л f '21 , Л|Л|Х f d*
_

' '
Bft)

Г21
'

Cft)
Г* ' '

Cft)
Г"

Второй интеграл в E8) меньше, чем

Отсюда следует, что сумма первых т^ех интегралов правой
части E8) меньше числа аА | h [x. Функция в квадратных
скобках последнего интеграла остается ограниченной в об-

области интегрирования. Применяя формулу Тейлора, находим:

1 1%-хх ? —— х\ /3(? — .г)а 1_\
г3 У V г5 г3 /'чп ' s

'on 'on
,3
Г21 '20

' ч

'20 '20

где я', У, 21' —координаты некоторой точки т', располо-
расположенной между т0 и т1, а / — расстояние этой точки до

точки mv Между тем расстояние т'т0 меньше | h |, а точка т2
вне шара BА). Отсюда на основании неравенства (9) сле-

следует, что г' больше -к- л20 и что

6 —xn f3(i — xy 1 М ^.|ь|24.2«

20
У Ч г20 г20 ' ' г20
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Следовательно, последний интеграл в E8) по модулю меньше

Г гх
24-2«.|А|.Л -2-dx-.

• /*7

24-24-4г. .

С установлением этого .последнего неравенства видно, что

разность E8) действительно бесконечно мала вместе с h. Из
всего предшествующего заключаем:

(d>

f

Для вычисления заметим, что член, соответствую-

соответствующий первому члену правой части E6), равен нулю. Тогда

имеем:

, (' 3 E — х) (т] —у)
+ | I1

— р~^—^ «"•

(D-d)
Гап

Замечание. Вместо шара (d), содержащего точку т0,
можно взять любую область (Do), содержащую точку т0 и содер-
содержащуюся целиком внутри (D).

Формулы, дающие .

,
и

-^—т—, принимают вид:

(J5,) (Д,)

+.1':
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di-L-

дхду ~\у 20
(Ло) (Д)

7 f—) + f
)

4- ) V-^-dx.
5-ад

§ 15. Теорема Пуассона

Теорема. Если плотность [а ньютонова потенциала

в конечной области (?)) правильно непрерывна, то в каж-

каждой внутренней точке т0 области (D) имеет место ра-
равенство

Действительно, складывая полученные равенства

т ^
(<*) (D-d)

(Л
'

(D-d)

приходим к требуемому равенству.

Пусть /(х, _Vi г) непрерывна в некоторой области (D) и пусть

хо, З'о- ги) некоторая вн,тренняя точка этой области.

Пусть (т0, й) означает шар с центром в то и радиуса /г.

Пусть ft настолько мал, что (щ, Н) содержится в (D). Рассмотрим

отношение к
-^- разности между средним значением функции

f(x, у, г) по шару (т0. К) и значением f(x, у, г) в точке т^

1 С Л h2 ЧП С
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Если / гармоническая функция в (?>), то Дй/=0, что следует
из теоремы о среднем для гармонических функций.

Может случиться, что для некоторой непрерывной функции
/(/и) Дй/ имеет определенный конечный предел при Л->0. Тогда
чтот предел называют обобщенным лапласианом функции /. Мы его
обозначим через Д*/(//70).

Нетрудно убедиться в том, что если / имеет непрерывные про-

производные второго порядка, то Д^/Сото) = 4/(то)> т- е- обобщенный
лапласиан совпадает с обычным. Действительно, имеем:

/ (т) -/ (mQ) = f'x (mQ) {x-xQ)+f'y („^ (y-yj + f'% (mQ) (z - zQ) +

+ у [f'L («0) (x - */+ f"vy (mo) (y -yf +/;; (mQ) (г - zQf +

(mQ) {x-xj (у -yQ) +...] +
I

Y ( '¦'аж (m ) —Jvx (mQ> \(X-~XQ> +•••>>

где т' — некоторая точка между тц и т. Так как по предположе-
предположению вторые производные функции / непрерывны, то разности

f'Loc (ш) —f'xx ("V и им пояо^ные стремятся к нулю при ft -> 0.

Отсюда следует, что фигурная скобка не превосходит по модулю
* (Л) ft2, где е (ft) -> 0 при h -> 0, и поэтому

:гт-- { }di <10e(ft)->0.

(mo, h)

Кроме того, легко видеть, что интегралы по (то, ft) от

х — хо, у—у0, z — г0, (х
— хь)(у—уй), (х — Л'о) (z — г0),

(У—Уо)(г — гй)

равны нулю, а интегралы от (х— лг0J, (у—УоJ, (г — 20J равны
между собой и равны

1 С

3- J [(х-

( h)

Из всего этого следует, что

30

(от,,, Л)

30 Г 1 4пЛ5 / „ „ „

(»».. ft)

Т. е. Д*/=Д/, что и требовалось доказать.
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Теорема. Если плотность (л ньютонова потенциала огра-

ограничена, интегрируема и непрерывна во знутренней точке то об-

области (D), то
Д»/>(т„) = -

т. е. ньютонов потенциал удовлетворяет уравнению Пуассона
с обобщенным лапласианом в каждой точке непрерывности
плотности.

Действительно, обозначая через (J-o значение (а в точке тс, имеем:

Интеграл

являясь ньютоновым потенциалом с плотностью 1, имеет непрерыв-
непрерывные вторые производные и лапласиан его равен —4п, а следова-

следовательно, и обобщенный лапласиан равен —4п. Поэтому для дока-

доказательства теоремы достаточно установить, что в точке т^ обоб-

обобщенный лапласиан от второго интеграла равен нулю. Для этого

надо доказать, что

^^H-*0 при *-*а

Во-первых заметим, что здесь допустима перестановка порядка
интегрирований, так как после замены подингегральной функции
модулем внутренний интеграл остается ограниченным. Кроме того,
заметим, что

рг
•

—, если т2 вие (ть, ft),
! re1 rm

-p-dtl={
("'о-»)

2

j 2r.ft2_^-ro2, если m» внутри (m0, ft).

В результате получаем:

П
(«1„, h) (D)

-if<¦*-•[ f
ф) (щ„ft)

If
=

ftT JJ
(В-(от», Л»
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, J_ Г , . Г^ , „ 2л 2 41CV1 1

ft I
(•»„, h)

Так как \x непрерывна в точке otq, то каково бы ни было е >
для достаточто малого Л>0, | f/. — [*0 I < г в (m0, ft), и поэтому по-

последний илтеграл г;е превосходит

Это означает, что последний интеграл стремится к нулю вместе
с ft и теорема доказана.

Обобщенный лапласиан был введен И. И. Приваловым и до-

доказанная сейч<1С теорема принадлежит ему (И. И. Привалов,
.Субгармонические функции", гл. I, § 2).

В последующем будет дано определение обобщенных произ-

производных в смысле ака.т. С. Л. Соболева и будет указано, ч о нью-

ньютонов потенциал, плотность которого суммируема с ьвадратом,
также удовлетворяет уравнению Пуассона в некоюром смысле.

§ 16. О непрерывности вторых производных
ньютонова потенциала

До снх пор, изучая ньютонов потенциал, мы моглн счи-

считать границу конечной области (D) какоЛ угодно. В слгдую-

щей теореме предполагается, что область (D), где опреде-

определена плотность fi, ограничена конечным числом замкнутых

поверхностей Ляпунова.
Теорема. Если плотность \^ ньютонова потенци ла

правильно непрерывна, вторые производные потенци ла

правильно непрерывны внутри (Ог) и внутри (De).
Доказательство теоремы сложно и помещено в дополне-

дополнении Ш.
Считая теорему справедливой, можно заключить, что вто-

вторые производные имеют определенные пределы, когда точка т0
стремится к точке границы. Эти пределы различны для точек т0,

стремящихся к границе изнутри (D^) и изнутри (/Зе). Teope.ia
Гюгонио — Адамара позволяет легко определить скачки этих

производных при прохождении точки через 1раницу.
Производные

дР дР дР
дх' ду

' dz

8 Зак. 749. Н М Гюитер
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могут быть рассматриваемы как значения двух функций, одна

из которых определена внутри (Dt), другая вне (D{) и имею-

имеющих равные значения на границе.
Обозначая через A, v, 0 некоторые функции, определен-

определенные на границе, можем записать:

дх* дх?
ч -"

дхду дх ду

дхду
v -у" дуг ду*дхду дхду

дх dz dxdz v -"
ду

), E9)

дх dz дх

Сравнение правых частей равенств, левые части которых

равны, дает:

л cos (TVy) == v cos (/VJc),

v cos (Nz) = 0 cos (Ny),
т. e.

__± i
cos (Nx)

~

cos (Ny)
'

cos

откуда следует:

к = i> cos (Л/*), v = J> cos (ЛГу), 6 = 5>cos(Afe).
Складывая почленно первое, пяюе и последнее из ра-

равенств E9), найдем:

\ ад:» '

^2
' аг2; I, а^ ~^"

а>-'
"^ а

= 0 [cos2 (Mr) -j- cos2 (JVy) -f cos2 (ЛГг)] = $>.

Применяя теорему Пуассона и вспоминая, что вне

потенциал есть гармоническая функция, заключаем:
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Из предыдущего заключаем:

дх*

¦Pit — х-дх ду дх
— х-?- =— 4uP cos (Nx)cosдх ду

r v

~!i cos ('Чу) cos-^—^- --=

dy dz dy dz

d22 d 1

§17. Производные ньютонова потенциала

с дифференцируемой плотностью

Предположим, что плотность а имеет ограниченные и не-

непрерывные первые производные. Опишем шар (S) с центром

в т0 и радиусом о.

Можно записать:

дР Г *~х
,i i Г ^~х

(В-8)
'

E)

Второй интеграл по модулю меньше 4ъАЪ. Преобразуя пер-
выЛ интеграл, получим:

,1 .1

(В-8)
20

(D-l) (V-b)

(В-8) (В-5)

Займемся в первую очередь вторым интегралом. Он может

быть представлен в виде:

ду. d-z
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где второй член по модулю меньше 2тгД82 и где А есть

верхняя грань | jj. | и -^- .

Для первого интеграла в F0) имеем:

) fi.cos(/Vx) —,jP-Л^— ) ycos(/Vx);
D'-Ь) (S

""

(а)

где (а) означает границу шара (8); нормаль к (з) направлена
вне шара (8).

Последний интеграл, очевидно, меньше, чем

А — ==-

'so 5

Если 8 стремится к нулю, получаем:

дР
F1)

Предположим, что р имеет ограниченные и непрерывные
вторые производные; дифференцируя формулу F1) и приме-
применяя ее снова, найдем:

cos (Л^г) -^ dz - ^ cos (Лиг) -"-

и таким же образом

д'2Р

ду-
г»п

.1 дг.

da

an

д'^Р ( .,. . г-гп j I д-j. ,., ч da i | д&л rfx
•j~7
=— I fj.cos(Мг) —- из— I -^' cos(Nz) --f- | ^ —.

(S) (R,
"

(B,

Складывая почленно эти равенства, найдем:

r2urL
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Это последнее равенство получено в предположении, что

нторые производные функции ;а непрерывны; мы были обязаны

сделать это предположение, так как мы не обобщили фор-
формулу Грина на случай функций, имеющих не непрерывные,

а лишь ограниченные и интегрируемые производные. Если эго

обощение сделано, можно заключить, чго последняя формула
справедлива, когда вторые производные функции и ограни-
ограничены и интегрируемы.

Если точка т0 внутри (О{), последнее равенство нам дает:

4г. I '

г_„
^ 4г. | • Л

~

4r. dn r20
V ;

(Г,) (S) (Я)

Если точка т0 вне (D{), то

о^_-L Гди^ + i- \^j^3 , if^. F3)4я | '

гл ^4ic
'

Г2
Г 4г. ) dn r20

^ ^

(D) (S) (S)

Формула F2) позволяет представить всякую функцию,

определенную в (D^) и обладающую там вторыми производ-
производными, в виде суммы трех потенциалов.

Заканчивая, предположим, чт функция ;-i удовлетворяет
следующим трем условиям"

1°. Первые производные функции а непрерывны но всем

пространстве.

2° Во всякой точке, не лежащей на фанице. функция a

имеет вторые производные, и эти последние О1раничены и

непрерывны.
3°. Вне (О) [л

— гармоническая.
Вследствие условия 1° имеем на границе:

dn dn'

Если точка т0 вне (D), то гак как а там гармоническая,

имеем:

(«) (S)

Если точка т0 внутри (О), то

ф)
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Складывая почленно формулы F3') и F2') с формулами F3)
и F2), убеждаемся, что всюду имеем:

1 С . й-.
а = —— Да—.Г

4« I '

§ 18. Классы функций НA, А, X) и поверхности Лк

Для упрощения записи и формулировки рассматриваемых
ниже теорем введем следующие определения и обозначения.

Если функция f(x, у, z) = f(m), определенная в об-

области (О), О1раничена и имеет ограниченные непрерывные

производные до -порядка I A~^>0), причем производные по-

порядка / правильно непрерывны, г. е. если

и для любой пары точек тг и т2 из (О), расстояние rvi

между которыми меньше некоторого числа го<; 1, имеет место

неравенство:

где числа Л и л не зависят от выбранных точек, то будем
говорить, что функция / принадлежит классу НA,А, л) в (О),
и будем записывать / ? Н{1, Л, А).

Замечая, что при ортогональных преобразованиях коорди-
координат производная какого-либо порядка от / в одной системе

является линейной комбинацией с ограниченными коэффициен-
коэффициентами производных того же порядка от / в другой системе,

приходим лежо к выводу, что выполнение неравенств F4)
и F5) в одной системе обеспечивает выполнение аналогичных

неравенств в любой другой системе декартовых координат,

причем А заменяется на сА, где с > 1 и зависит только от I.

Так как для последующих рассуждений этот множитель с

для нас будет несущественен, то будем считать, что нера-

неравенства F4) и F5) выполняются в любой системе, если уста-

установлено, что они выполняются для некоторой.
Аналогично определение класса Я(/, А, А) для функции

двух переменных.
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Пусть теперь E) замкнутая поверхность Ляпунова и N внеш-
внешняя нормаль к ней. Произвольную точку т0 на E) примем за

начало местной декартовой системы координат ?, т), ?, напра-
направив ось С по нормали No в точке т0 и зафиксировав как-

нибудь оси \, ч\ в касательной плоскости. Тогда из § 1 (I)
следует, что часть (?) поверхности E) внутри сферы Ляпу-
Ляпунова с центром в т0 пересекается каждой прямой, параллель-
параллельной оси С не более одного раза и проектируется на плоскость

(?, т)) в область, содержащую круг Ао с центром в т0 и ра-

радиуса do = -qd. Через (?0) обозначим часть (V), проектирую-

проектирующуюся в (Ао). В дальнейшем будем считать для простоты

rfo^i; тогда расстояние между двумя любыми точками (Ао)
не превзойдет 1.

Пусть на E) задана функция ;х. Если \, ч\, С координаты
точки т на (vQ), то, положив а(?, tj) = ц(т), определим в (Ло)
;а как функцию от I, г\.

Будем говорить, что функция а, определенная на E), при-
принадлежит классу Я(/, А, Л) на E), если ;х($, f\) ^ Я(/, А, к)
и (Ло), и если Л и А не зависят от выбора точки т0.

Пусть тх и т9 две точки на (?0) и г расстояние между
ними. Обозначая через р проекцию отрезка тхт^ на пло-

плоскость z, tj, имеем:

Р < г С —г
-

'

2р,Г
SHI "I '

и поэтому р*-< г*-< 2'р1'. Отсюда следует, что функция пра-
правильно непрерывная на E), принадлежит классу Я (О, А, л)
и, наоборот, функция класса Я (О, А, л) правильно непре-
непрерывна на E).

Если функция /(а:, у, z) ? Я@, Л л) в (Dt), т. е. пра-

правильно непрерывна в Dp то, как это было показано в § 2 A),
ее предельное значение (/) на E) правильно непрерывно
на E) и, следовательно, (/) ? Я @, сА, А) на E).

Очевидны следующие свойства функций из Я(/, А, л).
1) Если jxj ? Я(/, Лр л), ;х2 ^ Я(/, Л2, А), то

а) Н-1 + ^а 6

б) J*i-5*2 6 H(l, сА,А2, А),

где с>1 и зависит только от /.
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2) Если р?НA, А, X), то [х^Я(/, А, //), где X' — произ-
волы ое число из промежутка 0 < X' < X.

3) Если а?Я(/, А, X) на (S), (/> 1), то а ?Я(Г, Л|/2, 1)
на E), где 0 <[/'</ любое целое число. Если область (О)
выпукла, то аналогичное свойство имеет место и для функции
/ ? ЯG, А X) в (D), только Л j/^2 следует заменить на А)[Ъ.
Если область (О) ограничена поверхностью Ляпунова, то, как

это следует из § 2 (I), получим:

Перейдем к следующему определению. Уравнение (vQ)
е местной системе координат I, г\, С имеет вид:

С =/="(*, -п). F6)

Будем говорить, что E) принадлежит классу Лк(В, X), если

^Ч" гд € Я (ft, 5, X) и числа 5 и X не зависят от выбора
тот и т0.

Поверхности Ляпунова суть поверхности класса Л{ (В, X).
Пусть х, у, г фикс ированная система декартовых координат.

Лемма 1. ЕслиC)?Лк(В, к), то cos(Nx)?H(k—l, с, к),
где число с зависит только от В и k.

Ьусть m0 некоторая точка E) и ;, т), С местные коорди-
координаты. Так как

cos ( Vat) — cos (V?) cos (?, лг) -\- cos (N',) cos (tj, дг) -j-

-\- cos (Л/С) cos (С, лг),
a ros(E, лг), cos (f], лг), cos (С, лг) для фиксированной системы

\, т) постоянны и меньше по модулю единицы, то достаточно

доказать, что в (Ло)

cos(/V?) ? H(k— U cv X), cos( Vt() ? H(k— 1, c2, X),

cos(AAC) 6 Я(й— 1, са, Х),

где cv c2, rs зависят только от В и й. Имеем

cos (VS) = -

~~

-±-
¦=,

откуда вытекает, что cos(/V;) как функция от I, т) имеет

в (Ло) непрерывные производные до порядка k— 1.
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Пусть q означает число различных производных до по-

ядка ft от F(l, r\). Обозначим

'orда имеем:

с'
—г =,..., <xq

==

де Rij, есть целая рациональная функция своих аргументов
I поэтому <$>ij,(<i], ..., aq) является ограниченной и имеющей

>граниченные первые производные в области | at \ < В. Пусть
¦'

есть максимум всех |Ф?,;(а,, ..., aq)\ для | а, | < В и

дФъ
,-j-Zg-^ft— 1, a C\ есть максимум всех

t ft,-[-fto = ft— 1.

Обозначая через а'{ и а" значения а. в точках (^, tq1) и

|.„ 7]g) из (Ло), имеем:

да,-
для

Поэтому

где г>.2 =/(-,-У2-|

;.„ v)

S
ЙФъ

Обозначая через с, большее из чисел С\ и |
заключим, что cos(N4) ^ Я(й—1, ср л). Аналогично дока-
доказываем для cos(/Wj) и cos(A^C). Тогда cos(Nx)?H(k— 1, с, к),

/"*-j~ сч + c'v Аналогично: cos(A/'_y) ^ Я(й— 1, с, А),где с = у с\ -\- с:,

zos{Nz) ? Я(ft— 1, с, X).
Лемма 2. .Если }а^Я(/, Л, X') на E) к (S)?JIk(B, к),

где к' <; X, / ^ ft, ото

^.с!1 6 Я(/— 1, <гЛ, X'), F7)
г<3е а зависит только от В и к.



122
'

'

ТЕОРИЯ ПОТЕНЦИАЛА [ГЛ. II

Пусть /и0 точка на (S), ?, iq, С—местные координаты.
Тогда для A на (Бо) имеем <х = ц (S, yj).

Рассматривая <х(?, -ц) как функцию, не зависящую от С,
но определенную в цилиндре с основанием (Ло) и осью ОС,
получим:

- [% cos (Щ+^ cos (Л&])] cos (Afe). F8)

Очевидно — и
^— ? #(/— 1,Л, А')в (Ао). Кроме того, в (Ао)

cos(NE), cos(Mj), cos (Mr) ^ Я(й— 1, с, к)

и, следовательно, в (Ао)
cos (Щ, cos(A^Yj), cos(^x) ? tf(/— 1, с /2, //),

где с зависит только от В и й.

Пользуясь свойствами 1 а и 1 б для суммы и произведе-
произведения функций из Н{1, А, к), а также тем, что cos(?, x) и

cos (f\, x) постоянны и по модулю не больше единицы, най-

найдем из F8):

Sjf. ? H(l—l, 2A + 2cA(CVV\ *¦')

и, следовательно, имеем F7), где а = 2 -\- АсС.
Будем обозначать через (/) предельные значения на

(S) функции, определенной в (D^ или в (De).
Лемма 3. Если (S)?JIk(B, к) и f(x, у, z) ?H(l, А, к)

в (Dt), где l^.k, то (/) ? НA, сА, к) на (S), где с зависит

только от В и I.

В самом деле, пусть \, ч\, С местная система координат
с началом в некоторой точке т0 на (S). При достаточно

малом положительном з поверхность

лежит внутри (D<). Обозначая /S(S, fl)=/(?, ^, F(?, -q) — s),
получим для (/) на (?0):

(/)= Iim/ДЕ, -ц).
о
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Функция /,(?, г\) имеет в (Ло) непрерывные производные
ю ? и т\ порядка /, причем /Е и ее производные до порядка /

фи s —> 0 равномерно стремятся к (/) и соответствующим

фоизводным по % и Y] от (/), рассматриваемой как функция
1 (Ао). Каждая производная от (/) является, таким образом,

;уммой конечного числа слагаемых вида

Лемма будет доказана, если-показать, что о (?, yj) ^ W@, cA, X).
др f

Производная — ^—— правильно непрерывна в (Dt-) и

ее предельное значение есть правильно непрерывная функция
на (S).

Поэтому

Кроме того,

-4—;г € #@, В, А) в (Ао).

Поэтому
в F, 1N% с2Л, X) в (Ао),

где с2 зависит только от В и /. Так как производная до по-

порядка / от (/) есть сумма конечного числа таких функций
о(?, т)), то отсюда следует, чго все производные до порядка /

ограничены числом вида с„А. Этим лемма доказана.

§ 19. Потенциалы простого и двойного слоя для Лк

Обозначим через V[p] потенциал простого слоя с плот-

плотностью {1 и через W[\i] потенциал двойного слоя с плот-

плотностью {а. Пусть (а ? И {О, А, к), т. е. правильно непрерывна
на (S). Тогда теорема 3 § 3 поинимает вид:

Теорема 1. Если у-?Н(О, А, л) на (S) и (S) ? Лх {В, л),
то

WW € И@, сА, \') в (?>,) а в (?>в),
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где к' произвольно (к' < X), а с зависит только от В и

выбора к'.
Аналогично теорема § 7 принимает вид:

Теорема 2. Если \l?H(Q, А, X) на (S) и (S)?Л^(В, л),
то

Я A, сА. X') в (D{) и в (D,,).

Напомним также результаты § 8 и 10. Именно, результат

§ 8 таков;

если }i дифференцируема на (S), и (S) имеет непрерывные
элементы кривизны, то

]- = V №&— jx/Ccos (Nx)] + W[u cos(Nx)]. F9)

Результат § 10 таков;

если «д. дифференцируема на (S), и (^S1)^^,, то

= ^ 1/ [cos(Л{у)^,а- cos(/Vx) ®^] +

\. G0)

Пользуясь теоремами 1 и 2 и формулами F9) и G0), дока-

докажем теоремы.

Теорема 3. Если (S) ? ЛР+,(В, л) (k > 0) и у- ? Я (/, Л, л)
га E), @</<*+ 1), то

W\?\€H{1, cA, к') в (Д.) и в (/),).

Теорема 4. Ясли E)^ЛАт,E, X) (й>0) и \^
А, к) нг (S), @</i<?)> '«о

Обе теоремы будем доказывать одновременно. Заметим,

что теорема 1 есть часпый случай теоремы 3 (/ = 0, й = 0),
а теорема 2 есть частный случай теоремы 4 (/, = 0, k — 0).
Так как поверхность класса -/7fr+1 принадлежит классу .77,,
то теоремы 3 и 4 доказаны для / = 0, /, = 0, k >-1. Остается
рассмотреть случай /^0 и /,^0, i^l.

Справедливы два утверждения:

1) Если теорема 4 верна для некоторого 1и @^
то теорема 3 верна для / — lx -j- 1.
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2) Если теорема 4 верна для некоторого/], О^^^й — 1,
а теорема 3 верна для / = 1\ -\-1, то теорема 4 верна для

/1 = /; + 1<й.
Мы докажем эти утверждения позже, а сейчас, пользуясь

ими, докажем теоремы 3 и 4.

Действительно, так как теорема 4 для /j = О верна, то

из первою утверждения следует справедливость теоремы 3

для / = 1. Тогда из теоремы 2, доказанной сейчас теоремы 3

для 1=1 и из второго утверждения следует теорема 4 для

/, = 1. После этого на основании первого утверждения сле-

следует теорема 3 для 1 = 2 и на основании второго утвер-
утверждения теорема 4 для /,

— 2. Эти рассуждения можно про-
продолжать до тех пор, пока I1^.k и /<^й-|-1.

Таким образом, осталось доказать утверждения 1) и 2).
Докажем первое утверждение. Пусть у (^ Я (/,-]-1, А, X),

(O^/j^fe). На основании лемм 1 и 2 § 18 заключаем, что

cos(/Vx), cos(/Vy), cos(№)?#(?, cv к),

и так как /, <^ k, то

cos (Л/л:), cos (Л/у), cos (Л/г) ?#(/,, с2, \).

Кроме того, так как /j -j- 1 ^й-|- 1, то

Поэтому

cos(W_yHta, cos(/Va:)^u, .... e#(/j, c,A, к),
и в силу предположенной справедливости теоремы 4 для /j
заключаем:

V [ (ЛЛ)^ — cos

+1) с.Д, л'),

откуда, в силу формулы G0), следует:

0. G1)

Нетрудно видеть, что существует постоянная с6 > 0 такая,
что

\W\y.]\<c6A. G2)
Действительно, W[\>-] гармоническая внутри (Ог) и (Ц,),

и поэтому максимум | W[\>-] | достигается на (S). Последний же
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не превосходит

S)
rw

на

Обозначая через с большее из чисел 2с5 и с6, на осно-

основании G1) и G2) заключим:

W>[ €#(*! + !, <^, *')> G3)

и таким образом первое утверждение доказано.

Докажем второе утверждение. Пусть и^ ?НA[-j- 1, А, А),

@</i<fc— 1). Тогда ^ cos (Л/л;) ?#(/5 + 1, CjA, /.), так

как /i-|-l<^fe, и, следовательно, cos(Nx)?H(h -\-1, с, А).
Вследствие предположения о справедливости теоремы 3 для

1 = 11-\-1, заклочаем:

Щц, cos(№;)]? Я(^+1, с2А, //) в (D,) и в (De). G4)

Далее имеем

1, с.АА, X).

Мы предполагаем й^-1. Поэтому k-\- 1^2 и, следова-

следовательно, (S) имеет непрерывные элементы кригшзны, так что

формула F9) применима. Так как cos(Nx), cos(Ny),
cos(№)?H(k, с, к), то

К= S>xcos(Mx)-]-SiycosiMy)-]-s,2cos(Nz)^H(k~I, c4, X).

Следовательно, так как l[ -^ k — 1,

cos (Mr), cos(Ny), cos (Nz), K?H(t[, c5, X),
и поэтому

^Kcos(Nx)^H(l[, св, Х).

Отсюда следует, что

^, ci, X).

В силу предположенной справедливости теоремы 4 для 1\,
заключаем."

(/J+1, с»А, X') в (Л,) и в (De).
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Отсюда, используя F9) и G4), находим:

lt csA, к') в (Д) и в (?>е), /,=/1+1. G5)

Так как V [jj.j] гармоническая внутри (D;) и внутри (De),
то | V [[Aj] | достигает максимума на (S). Поэтому

| V И |< A max ( ^± = cl04, «„ на (S). G6)

Обозначая через с большее из чисел с9 и с10, находим
из G5) и G6):

1,сА,к') G7)

и утверждение 2) доказано. Теоремы 3 и 4 доказаны.

§ 20. Ньютонов потенциал в области, ограниченной
поверхностью Лу

Ньютонов потенциал с плотностью jj. будем обозначать Р[[а].
Тогда теорема § 16 может быть прочтена так:

Теорема 1. Если [а?#@, А, к) в (Д), и D{ ограни-
ограничена поверхностью (S) ^ Л1 (В, к), то

РМ€НB,сА,\'). G8)

Кроме того, формула F1) § 17 для первой производной
ньютонова потенциала с дифференцируемой плотностью при-

примет вид:

дПЙЩ G9)

Докажем следующую теорему:
Теорема 2. Если C)?Лк+1(В, к), [а^Я(/, А, к), где

0</<й, то

РМ?Н{1-\-2, сА, //) в (?>,) и в (?>Д

где к' произвольно @ < // < л), а с зависит от В и выбора к'.
Теорема 2 содержит как частный случай теорему 1

(lz=k = 0\ и этим теорема 2 доказана для /=0, k~^l.
Пусть теперь й]>1. Покажем, что теорема справедлива

для [а?/i(/, Л, л) A ^/^А), если предположить ее спра-
справедливой для [а^Я(/— 1, А, к) в
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Действительно, если [*?#(/, Л, X) в (D^), то

|?-1, л, л) в (?>,),

и в силу предположенной справедливости теоремы дл

?#/—1, Л, л) заключаем:

*') в (д'>и в ^ (80

Так как ii.?H(t, А, л) ii (Ог), го в силу леммы 3 § 1 <

([а)?Я(/, СдА, л) на (S). Так как / <С&+ 1, то is силу леммы

§ IS cos (Nx)?H(k, Cj, л) и тем самым cos (Mx)^H(l, с4, л)
и поэтому

с6Д, л) на E).

Отсюда, в силу теоремы 4 § 19, заключаем:

V\\i.cos(Nx)\€H(l+l,caAtk') в (О,) и в (?>,). (81

На основании формул G9), (8Э) и (81) заклочаем:

П^€^(/ Г1. с,А,к'). (82

Нетрудно видеть, что существует постоянная с8 >• 0, что

\P\V\\< с0А в (?>,) и в (?>в). (83.

Действительно, Я [ja] есть функция i армоническая внутри (De.
и, следовательно, максимум |P[{aJj достигает либо на E]
либо внутри (D,). Последний же не превосходит

А ¦ max — =-=с8Л, т0 на E) или в (Д-).

Обозначая через с большую из постоянных с7 и сн, заклю-

заключаем из (82) и (83):

-2, cA, //),

если теорема 2 справедлива для <х?Я(/—1, Л, л) в (Д).
Так как для [а?/У(О, Л, л) теорема 2 доказана, то она

верна для ;х?Я(/, А, к), где /=* 1, 2, .
..,

А.
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§ 21. Прямые значения потенциала двойного слоя

и нормальной производной потенциала

простого слоя на Лъ

В § 3 и 5 была доказана правильная непрерывность по-

потенциала двойного слоя и нормальной производной потенциала

простого слоя, рассматриваемых как функция точки на (S),
при условии, что плотность [х ограничена. Именно были дока-

доказаны теоремы:

Теорема 1. Если (S)^JI1 и | jxj < А на (S), то

W[\i.]?H(Q, cA, к') на (S).
Теорема 2. Если (S) ?Лг и j ;х | < А на (S), то

на

Имеют место следующие теоремы:

Теорема 3. Если (S)G^+9(fi, к), \>-€H(t, A,
G>0), то

_

WW €#('+ 1, сЛ, X') на (S).

Теорема 4. Если (S)?Jll+2(B, к), у.?НA,А, k)ua(S),
G>0)> то

™1, сЛ, к') Ha(S).

Доказательство теорем 3 и 4 довольно сложно и поме-

помещено в дополнении IV.

§ 22. Замечания о потенциалах класса С'*)

Будем говорить, что функция f(x, у, z) — f(m), опреде-
определенная в области (D), принадлежит классу Сfc (А), если /
имеет в области (D) непрерывные и ограниченные производ-
производные порядка й(й^-1) и эти производные и сама функция
не превосходят по модулю числа А.

Если область (D) ограничена поверхностью Ляпунова, то

производные порядка к — 1 функции / правильно непрерывны
в (D) и, следовательно, f ?H(k— 1, cA, 1), где с некоторая

постоянная, зависящая лить от вида области. Наоборот,
если f^H(k, А, к), то тем самым /?С^>(Л), какова бы ни

была область (D). Если f непрерывна и ограничена в (D),
то будем писать /?°>

9 Зак. 749 Н М Понтер
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Аналогичное определение даем для функции двух пере-
переменных.

Будем говорить, что функция ;х, заданная на (S), принад-
принадлежит С^ (А), если fi(?, r[) принадлежит С^ (А) в (Ао), и

А не зависит от выбора точки т0 на (S).
Будем говорить, что поверхность (S) принадлежит классу

С('Л (В) (й^-2), если F(i, y() принадлежит классу См (В)
н (Ло), и В не зависит от выбора точки т0 на (S).

Из теорем § 19, 20, 21 вытекают следующие теоремы
для функций и поверхностей класса С№). *

Теорема 1. Если (S)? C<*+v (fe>l) и u. ? С<« (Л)
на (S), A </</! +1), ото

Кроме того, если \х ^ С!0) (Л), то

Л) в (?><) в

Действительно утверждение для /^1 след\гет из тео-

теоремы 3 § 19, так как из \i ? С(?> следует и. ? Я(/— 1, сА, 1);
для / =з 0 следует из toi о, что потенциал двойного слоя

с непрерывной плотностью непрерывен и ограничен по модулю
числом сА.

Теорема 2. Если (S)^C^i) (й> 1) и р?СУ>
@</</!), то

V||i!6CfflH) e (D|) и в (De).

Для /^> 1 утверждение следует из теоремы 4 § 19; для

Z"=0 следует из того, что потенциал простого слоя с огра-

ограниченной плотностью непрерывен и ограничен по модулю

числом сА.

Легко привести примеры таких jx?C^, что производные

пороков / или /-j-1 от U^l[x| или V\\l] соответственно

неограпичены в (D^) и в (De) и не принадлежат классам О1)

и Cw+1) соответственно.

* Теоремы 1, 2, 3 этого параграфа были доказаны Е. Шмидтом

(Е. Schmidt) в статье „Bemerkmig zur Poieniialtheorie" (Maihc-тг-
ti«che Athandlungen Herirann Amandus ichwarz zu seinem funfzig-
jaiigen Dokiorjubilaum, Berln, 1914). В этой статье приме-.ei метод

математической индукции, который нами использован в § 19 и 20.
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Теорема 3. Если (S)?Cb'+» (/г>1) и р?С®(А)
в (Д-), @ </<&), то

Р\у.\?С«+1ЧсА) в (Д.) и в (De).
Для />-1 теорема следует из теоремы § 20; для/=0

следует из георемы о правильной непрерывности во всем

пространстве ньютонова потенциала с ограниченной плот-

плотностью.

Наконец, из теорем § 21 следуе!
Теорема 4. Если (S)? С"+2) (В) a a ? С® {А) на (S),

(/>0), то

U?>1 rf^] ^r;«»(M) на (S).

§ 23. Потенциалы простого и двойного слоя

с суммируемой плотностью

Прежде чем изучать свойства потенциала простого слоя

с суммируемой плотностью, изложим без доказательства те

свойства суммируемых функций и интеграла Лебега, которые
нам понадобятся в последующем. При этом мы не даем

определения суммируемых функций и интеграла Лебега,
отсылая читателя, например, к V тому „Курса высшей

математики" В. И. Смирнова или к „Теории функций веще-

вещественною переменного" И. П. Натансона.
Необходимые нам свойства суммируемых функций будем,

для определенности, формулировать для функций, определен-
определенных и суммируемых на E), притом в форме, необходимой
нам для последующего.

1.Неравенство для модуля инт егра л а. Пусть [а

суммируема на E), а / непрерывна и по модулю не превос-

превосходит А : |/| <; А. Тогда ja/ суммируема и

Отсюда непосредственно следует, чго если непрерывная

функция fh(m), определенная на (S), зависит от параметра h

и стремится равномерно при А -> 0 к непрерывной функ-
функции f(m), то

lim I pfftdi — I u./da.
h+°ii (в)

9*
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2. Свойство абсолютной непрерывности ин-

интеграла Лебега. Если [л суммируема на (S), то, каково бы

ни было s > 0, найдется такое 8 > О, что

J I [i | do < г,

E)

где 8 — часть (S) внутри сферы радиуса 8 с центром в любой

точке поверхности (S).
3. Точки Лебега суммируемой функции.

Пусть /и0 некоторая точка (S), и 0 < 8 ^ -j, где d радиус

сферы Ляпунова. Через (о, т0) обозначим ту часть поверх-

поверхности E), которая лежит внутри сферы Ляпунова с центром

в т0 и проектируется на касательную плоскость в точке т0
в круг радиуса 8 с центром в т0. Пусть ;а суммируема
на (S). Точка т0 называется точкой Лебега функции jx,
если

lim -^
г.82

do = О,

где ii0—значение а в точке т0.
Оиозначим множество точек Лебега функции [л через Q,x.

Известно, что множество точек, не являющихся точками Лебега,
имеет меру нуль, т. е. mes(S — QJ = 0.

4. Теорема Фубини. Пусть F(\, 2) функция двух
тчек т1 и т.2 поверхности (S). Пусть /7A, 2) суммируема
как функция точки яг2 для всех т1, за исключением

некоторого множества точек меры нуль, и суммируема как

функция точки тх для всех т,2, за исклю 1ением некоторого

множества точек меры нуль. Рассмотрим инте1рал

являющийся функцией точки /ир причем этот интеграл может

быть расходящимся для точек отр образующих множество

меры нуль.

Из теоремы Фубини о кратных интегралах Лебега можно

сделать следующее заключение:

если функция <рA) суммируема на (S), то для всех

точек ш2, за исключением множества меры нуль, существует
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интеграл

являющийся функцией, суммируемой на E). Кроме того,
имеет место равенство

Аналогичные свойства имеют место для функций, сумми-

суммируемых в (О).
Перейдем к изучению потенциала простою слоя, плот-

плотность ;а которого является суммируемой функцией на E),
1де (S) — поверхность Ляпунова.

Имеем

l/@)= (V(l)^-. (84)

Если точка тп не лежит на (S), то — является на E)

непрерывной функцией точки mv и интеграл (84) является

сходящимся. Более того, отмеченное выше неравенство для

модуля интеграла позволяет заключить, что V@) является

функцией непрерывной и имеющей непрерывные производ-
производные любого порядка во всякой точке, не лежащей на E).
Кроме того, V@) удовлетворяет уравнению Лапласа и при

неограниченном удалении точки т0 V @) и его производные

стремятся к нулю. Отсюда следует, что V@) является гар-

гармонической функцией во всякой области, лежащей вместе

с границей в (Ds) или в (Ое). Изучим поведение V@) при

прлближении точки т0 к поверхности E).
Теорема 1. Пусть [л суммируема на (S). Тогда инте-

интеграл (84) сходится, если точка т0 на (S) не принадлежит
некоторому множеству мери нуль на (S). Кроме того,

V@) является суммируемой функцией на E).
Действительно, положим

/=¦@, 1) =
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теория потенциала"'i;r''n'"' [гл. п

и рассмотрим интеграл

(ад

Так как интеграл

Пи

является непрерывной и ограниченной функцией точки тг

на E), то ?A), как произведение этой функции на сумми-
суммируемую функцию | ;j.A)|, является суммируемой функцией
точки тх на (S). На основании теоремы Фубини отсюда заклю-

заключаем, что интеграл (84) сходится, если точка т0 не принадлежит

некоторому множеству меры нуль, зависящему от и. Кроме
того, заключаем, что V@) есть суммируемая функция ьа E).
Множество точек, для которых интеграл (84) сходится,
обозначим Q,'.

Теорема 2. Пусть точка т0 принадлежит Q', а т,,

точка вне (S) лежит на нормали к (S) в точке т0. Тогдс

lim 1/B) = 1/@).

Действительно, гак как т0 ие принадлежит Q't, то till
По

суммируема на (S). По свойству абсолютной непрерывности

интеграла Лебега суммируемой функции следует: каково бы
ни было s > 0, найдется 8 > 0, что

(S)

s. (85)

Обозначим через р проекцию г10 на касательную пло-

плоскость в точке т0. Какова бы ни была точка т» нормали No
в точке т0, очевидно, имеем для точек mt из (8):

откуда следует

~-<~, (86)
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и поэтому

2г (87)

независимо от положения точки т.2 на NQ.
Имеем

VB)

1
(S—5)

(88)

Модуль разности первых двух интегралов право- части (88)
не превосходит Зг. Последний интеграл правой части (88)
является непрерывной функцией точки т.2 в некоторой окрест-
окрестности точки т0 и сгремигс« к нулю при т%-+т0. Поэтому
можно указать h > 0 такое, что этот интеграл не превос-

превосходит s, если /-20 < h. Из (88) следует:

как только л,0 < h. Это доказывает теорему 2.

Как мы видели, интегралы

cos 1

(N.)
гю

I cos (г,пЛ^,)

(s,,) '10

сходятся и являются ограниченными и непрерывными функ-
функциями точки т0 на (S). Отсюда, как и в теореме 1 этого

параграфа, следует заключение:

если jx суммируема на (S), то интегралы

_ Г rn
cos (r10N,,) .

(89)

сходятся, если точка т0 на E) не принадлежит некоторому
множеству меры нуль на E), и являются суммируемыми
функциями точки mQ на E). Множество точек, для которых
интегралы (89) сходчтся обозначим Q".
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Лемма. Если т0 есть точка Лебега суммируемой
на (S) функции «I, то интеграл

(90)
E, т„)

сходится и стремится к нулю при 6 -» 0. Кроме того,

при 8-»0 стремится к нулю интеграл

(91)

равномерно относительно z ф 0.

Действительно, обозначим

I V- — V-o I cos (NN0)

Так как ш0 есть точка Лебега, то i> (р) = р°е (р), где

е(р)-»О при р-»0. Кроме того, <^(р) абсолютно непрерывная

функция р и

Пусть /(р) обозначает либо рх , либо | z \{^-\-г^У'!г•
Тогда оба исследуемых инте1рала примут вид:

E, т.,)
i/(p)[pJ k-^ol-r (̂NNU) |

так как i О при р->0 для обоих случаев /(р).
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В случае f(p)=px~2 имеем:

8

= B- к) в (Pl)
B *)t(Pl)

8\ @ < Pl < 5),

и для интеграла (90) лемма доказана, гак как

( ii^-rf3==s"[s(8)+ ^r:?(Pi)]> @ < Pl < 8).

В случае /(р)= \г\ ¦ (р2 —(— ^2)-3''-г имеем:

и поэтому

0< —

= 3 s (Pi) J = 3s (Pi)arct^ jTj

и, следовательно,

' Z ' J ( l/^-I-i*V

откуда следует утгерждение леммы для интеграла (91).
Из сходимости интеграла (9Э) следует сходимость инге-

[ралов (84) и (89), если т0 точка Лебега. Действительно,

например, для первого ин!е1рала (89) имеем:

Г cos (г10Л^0) ^

5,m0) Г"

cos (г,0ЛГо)
2

E. W,)
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Сходимость первого и второго интегралов правой части

очевидна, а сходимость третьего для точки Лебега следует
из того, что в (8, т0) имеет место неоднократно упоминав-
упоминавшаяся оценка

:-L. (92)
cos

4

Аналогично доказательство для интеграла (84) и второго

интеграла (89).
Отсюда следует, что множество Q^ точек Лебега содер-

содержится в множествах Q' и Q", для которых интегралы (84)
и (89) сходятся. Пусть точка /и2 лежит в (О,) или в (Ов)
на нормали jV0 в точке т0 поверхности (S).

Теорема 3. Если т0 принадлежит Q,x, то

где ~ определен первой формулой (89). Эти пределы яв-

являются функциями, суммируемыми на (S).
Действительно,

dVB)
=

dn
(я,)

Разность в квадратной скобке правой части (93) является

разностью между зна ением в т., производной по направлению

нормали jV0 потенциала простого слоя с плотностью ;л
== 1

и прямым значением этой прозводной в точке т0. Отсюда

следует, что эта разность стремится к 2ir, если т% в (D^),
и к — 2тт, если т% в (De). Кроме того, первое слагаемое
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dV
правой части (93) есть -г-. Для доказательства теоремы оста-

осталось доказать, что разность последних двух интегралов

правой часги (93) стремится к нулю. Эту разность пере-
перепишем в виде:

Г . . cos (rnNn) , Г , . cos (r]OjVo) ,
,

(о Wo) ^ E, mlt)

+ I (t* — l*o)[—)r-^ у* Jd3i- (94)

Пусть I, f|, С местные координаты с началом в т0.
Координаты точки т1 будем обозначать (?, tj, Q; точка т.2,
как лежащая на оси С, имеет координаты @, 0, z).

Так как точка яга(?, т„ 0) удалена от точки тх на рас-
расстояние | С |, то очевидно имеем из треугольника тут%тъ:

откуда заключаем, так как р < rai,

1 -

и, следовательно,

Далее имеем:

<

Из последних двух неравенств заключаем:

I cos

Г2-'12

Поэтому на основании- леммы следует, что первый инте-

интеграл в (94) стремится к нулю при S -> 0; аналогично, в силу
неравенства (92), второй интеграл (94) стремится к нулю

при 8 -> 0. Отсюда следует, что для произвольного е > 0
можно выбрать такое 8 > 0, что модуль разности первых
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двух интегралов (94) не превзойдет г. При фиксированном 8

третий интеграл (94) стремится к нулю при т.2 —> т0
и можно указать такое h > 0, что для r02 < h модуль

третьего интеграла не превзойдет г. Таким образом, модуль (94)
не превосходит 2s, если r02 < h; отсюда разность последних

двух интегралов правой части (93) стремится к нулю
dV

при т2-»-яг0. Так как jx и —- являются суммируемыми функ-

функциями на (S), то суммируемыми будут -г- и -—. Теорема

доказана.

Рассмотрим теперь потенциал двойного слоя, плотность [л

которого есть функция, суммируемая на (S):

W@)= | n(l)-s(ClJVl>rfgi. (95)
D) r'10

Если точка т0 вне E), то №@) непрерывна, имеет непре-

непрерывные производные всех порядков и удовлетворяет уравне-
уравнению Лапласа. Кроме того, мы видели, что если т0 принад-
принадлежит множеству Q" на E), то интеграл (95) сходится.

Пусть точка от2 лежит в (D^) или в (De) на нормали Nn.

Теорема 4. Если т0 принадлежит Q.^, то

Wt= lim 1ГB) = 2г[х0 +W@), если т, в (Dt),
»-У та

lim №B) = — 2i:(i0 + if@), если т<, в (De),

г^ IF @) определена второй формулой (89). Функции Wt @)
u We@) с_уллм/)^елы на E).

Действительно, вместо равенства (93) сейчас будем иметь:

cos cos

(96)
'30

и для доказательства теоремы достаточно показать, что

разность последних интегралов стремится к нулю при т.2-> т0,

Для этого заметим, что в (8, т0) имеем:

| cos (r12/V,) - cos (r12/V0) | J

I cos (r10^,) — cos (rlo/Vo) |
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и поэтому

f fr-
А».)

Г <а — +E

(fe - 0,2)

При 8 —> 0 правая часть последнего неравенства, как мы

видели, стремится к нулю и, следовательно, стремится к нулю
левая. Как и в теореме 3, отсюда следует стремление к нулю
при /и„->т0 разности последних двух интегралов в правой
части (98). Так как \з. и W являются функциями, сумми-
суммируемыми на E), то Wj и We суммируемы на E). Теорема
доказана. *

§ 24. Ньютонов потенциал с суммируемой плотностью

Пусть \з.(х, у, г)~\з.(т) суммируемая функция в конечной

области (D). Рассмотрим ньютонов потенциал с плотностью р.

т- (97)
Ф)

Если точка т0 является внутренней точкой области,

дополнительной к (D), то интеграл (97) сходится и является

гармонической функцией во всякой области, лежащей вместе

с границей в области, дополнительной к (D).
Если точка т0 является точкой области (D) или ее границы,

то интеграл (97) может оказаться расходящимся. Покажем, что

он сходится, если точка т0 не принадлежит некоторому мно-

множесгву меры нуль в (D). Действительно, положив F@,1) = ——,

рассмотрим интеграл

F(O,
Ф)

^Изложенные в этом параграфе теоремы содержатся в статье

4>Hii?epH(G. Ficherjct]„Teoremi di cotnpetezza sulla iontiera di un

dominio per taluni sistemi dl funzioni" (Annali di matematica pnra ed

.lplicata, t. XXVII, serie 4, 1948).
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Так как интеграл

Г ^1
' По

является непрерывной и ограниченной функцией точки тг
в (D), то ф A), как произведение этой функции на сумми-

суммируемую функцию |[аA)|, является суммируемой в (D). На
основании теоремы Фубини заключаем, что интеграл (97)
сходится, если точка т0 не принадлежит некоторому мно-

множеству меры нуль. Кроме того, Р@) суммируема в (D).
Мы сейчас предположим, что [i и ja2 суммируемы, т. е.

предположим, что ;х принадлежит ?2> и через \\р\) обозначим

норму [i в ?2:

{
(D)

Теорема. Если а принадлежит L2» mo P W пра-
правильно непрерывен во всем пространстве, причем

1'

(98)

где г]2 = о, и С = +
Полагая [i равной нулю вне области (D), будем считать,

что в интеграле (97) областью интегрирования является все

пространство. Тогда

На основании неравенства Бупяковского — Шварца имеем;

f %. f
<25 Г]0 <2

отсюда следует
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Замечая, что шар г10 < 28 содержится в шаре г20 < 38,
д' м таким же путем, что модуль второго интеграла правой

(99) не превосходит |X"l2тг || jx|j S1 ~. Эту оценку назо-

ем A00').
Так как вне тара г10 < 28, к силу неравенства (9) § 2,

шегм г20>-~-, то

ГЮ Г20 f Г10Г20 ГЮ

фименяя неравенство Буняковского—Шварца, находим:

525

Лгсюда в силу (99), A00), A00') находим (98). Теорема
доказана. Эта теорема будет впоследствии нами использована.

В заключение этого параграфа изложим ряд интересных

свойств ньютонова потенциала с суммируемой плотностью.

Введем сейчас принадлежащее акад. С. Л. Соболеву
шределение обобщенной производной.

Пусть в ограниченной или неограниченной области (D)
щределена суммируемая функция f(x, у, г). Через (<а}?
обозначим класс функций, непрерывных и имеющих непре-

непрерывные производные до порядка / во всем пространстве, и

таких, что каждая функция а класса {<э}г обращается в нуль
пне некоторой О1раниченной области (D?), зависящей от

иыбора ф и содержащейся вместе с границей в (D).
Пусть о)(х, у, г) функция, суммируемая в (D) и такая,

что имеет место равенство

для всякой функции <а класса {»}г. Говорят, что ш(х, у, z)
есть обобщенная производная порядка / от функции / и



144 ТЕбРИЯ ПОТЕНЦИАЛА (ГЛ. II

записывают:

dxh dy ' dz'

Покажем, что ньютонов потенциал с плотностью, сумми-

суммируемой во всем пространстве, имеет обобщенные производные

первого порядка в любой ограничгнной области.

Пусть (х, у, г) означают координаты точки т0, и (S, vj, С)—
координаты точки mr Пусть (D) ограниченная область. Тогда

интеграл 1

дх
d-.n

есть ограниченная и непрерывная функция точки т1 во всем

пространстве и поэтому произведение |}*A)| на этот интеграл

есть суммируемая функция точки т1# Отсюда на основании

теоремы Фубини заключаем, что интеграл

»@)
Г <!)¦ дх

сходится, если точка т0 не принадлежит некоторому мно-

множеству меры нуль. Кроме того, следует, что со@) суммируема
по произвольной ограниченной области (D), Покажем, что

ш@) является обобщенной производной от ньютонова потен-

потенциала

Действительно, пусть а (х, у, г) некоторая функция
класса {?},. Тогда, учитывая, что последующие перестановки

порядка интегрирования следуют из теоремы Фубини, получим:

_

'

дч Г V(l) . 1 .

_

,
дх I. г10 Ч °
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т. е.

\ f»(O)?i0)dto.

Последнее, ввиду произвольности функции у(х, у, г)
класса {о}1 означает, что со@) есть обобщенная производная
or Я@), т. е.

что и требовалось доказать.

Если |х суммируема вместе с |i2, то относительно Р @)
можно высказать более сильные утверждения. Именно, мы

видели, что Р@) тогда правильно непрерывна. Кроме того,
имеют место следующие утверждения, которые приведем без

доказательства:

is
дР др

1) -з— и -з— суммируемы с квадратом по каждой огра-

ограниченной области;

2) существуют обобщенные производные второго порядка,

которые суммируемы с квадратом во всем пространстве. Эти

производные второго порядка равны:

_

дх*

«1,

где интегралы в обычном смысле расходятся и понимаются
как пределы в L, при е -> 0 функций

Последние интегралы при каждом фиксированном е

являются непрерывными функциями точки т0.

Ю Зак. 749. Н. М. Гюотец
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Из формул для вторых производных следует, что

т. е. ньютонов потенциал, плотность которого суммируема
вместе с квадратом, удовлетворяет уравнению Пуассона,
в котором производные понимаются в обобщенном смысле.

*

* Доказательство последних утверждений можно пайти в книге

С. Г. Михлина „Проблема минимума квадратичного функционала".



л/

ГЛАВА III

ЗАДАЧИ НЕЙМАНА И РОБЭНА

§ 1. Постановка задачи Неймана

В отношении вида областей, ограниченных поверхно-
поверхностями E), мы будем различать следующие случаи:

V. Случай, который мы назовем обыкновенным. В этом

случае, существует одна поверхность, ограничивающая сплош-

сплошное тело (рис. 22). Из двух областей, разграниченных E),
мы обозначим через (De) внешнюю область, содержащую
бесконечно удаленную точку,
и через (D{) — внутреннюю
область. Нормаль /V к поверх-
поверхности E) всегда будет иапра-
нлена в область (De).

2°. Случай (J), в котором,
как показано на рис. 23, суще-

существует несколько внутренних

границ.
Мы обозначим здесь через

(DJ сплошную область, огра-

ограниченную всеми поверхностями и не содержащую бесконечно

удаленной точки; через (De) — область, заключающую в себе

все остальное пространство. Нормаль к пограничной поверх-
поверхности мы всегда будем считать направленной в [De). (S) бу-
будет обозначать совокупность всех границ: через E°) мы обо-

обозначим внешнюю границу, через EA)), E®), ..., EW)—
внутренние границы.

3°. Случай (Е), когда имеется несколько сплошных тел,"

здесь мы обозначим через (De) единую область, определяе-

определяемую всеми границами и содержащую бесконечно удаленную

Рис. 22.

10*
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точку (рис. 24), через (D4) — область, содержащую все осталь-

остальное пространство.

Нормаль N всегда считается направленной в (De); S озна-

означает совокупность ipairau; (SA)), (S<2)), ..., (S(ft)) — границы
отдельных тел. Мы будем всегда считать, что все границы

удовлетворяют условиям Ляпунова.

(е)

Рис. 23.

Задача А. Найти функцию К, гармоническую внутри
области (D{) и удовлетворяющую условию

-r-i = / в любой точке E), A)

где f— заданная функция, непрерывная на E).

Рис. 24.

Так формулируется внугренняя задача Неймана.
Найти функцию V, гармоническую внутри (De) и удо~

влетворяющую условию

^f =/ в любой точке (S). B)

Такова внешняя задача Неймана.

Легко убедиться, что в некоторых случаях при /=0
существуют отличные от нуля решения задачи Неймана. Дей-
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гвительно, в случаях обычном и (J) функция U, равная ка-

ой-либо постоянной в (Dj), является гармонической в (D{)
удовлетворяет на границе условию:

^-' = о. A0dn v '

В случае (Е) этому же условию удовлетворяет функция U,

финимающая внутри каждой из поверхностей EA)), ..., (S(fc))
|роизвольные постоянные значения.

В случае (J) функция U, принимающая произвольные по-

постоянные значения внутри каждой из поверхностей (S^), ...,

S(k)) и равная нулю вне (S(o)), является i армонической в (De)
i удовлетворяет на границе условию:

~е -- 0. B')dn v '

Если функция V гармоническая внутри (De) [или (De)
1 случае (J)] является решением задачи Неймана, то, оче-

шдно, что и V-j- U является решением той же задачи Ней-

нана.

Можно показать, что этим и ограничивается неопределен-
юсть в решении задачи Неймана. Для этого достаточно по-

показать:

1°. Функция, гармоническая внутри конечной снязной

области, равна постоянной, если на границе области ее нор-

чальная производная равна нулю;

2°. Функция, гармоническая внутри бесконечной связной

области с конечной границей, равна нулю, если ее нормаль-

пая производная равна нулю.
Чтобы не прерывать изложения, мы отнесем не очень

простое доказательство этих утверждений в конец главы.

Замечание. Для случая (J) решение внешней задачи может

Гшть заменено решением к внутренних задач и одной внешней.
Точно так же, в случае (Е), решение внутренней задачи может быть

заменено решением к внутренних задач.

§ 2. Замена задачи А другой задачей

Вместо задачи А мы станем решать следующую задачу:
Задача В. Найти потенциал простого слоя, распро-

распространенного по (S), удовлетворяющий условию A) для
внутренней задачи и условию B) — для внешней задачи.
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Пусть

потенциал простого слоя, распространенного по E).
В случае (J), этот интеграл представляет собой сумму:

в случае же Е — сумму:

Замечание. Будем обозначать через тц (дг, _у, г) точку, для
которой мы желаем вычислить V, через mi (x^, jyt, ,г() — точку ин-

интегрирования, через г]ц
— расстояние между /Гц и tnt. Вместо (S)

мы будем писать (Si), для того чтобы отметить, что (S) геометри-
геометрическое место точек т\.

Как мы видели, потенциал простого слоя с непрерывной
плотностью является функцией гармонической внутри (Dt) и

внутри (Dp). Всякое решение задачи В является, таким обра-

образом, решением задачи А, и не существует других решений
задачи А, кроме отличающихся на функцию U, о которой
было сказано в предыдущем параграфе. Как будет видно из

последующего, всякое решение задачи А можег быть пред-

станлено потенциалом простого слоя и, таким образом, является

решением задачи В. Следовательно, задачи А и В равно-

равносильны.

Мы заменим задачу В некоторой задачей С, решение ко-

которой приведет к полному решению задачи В.

Задача С. Нейти потенциал простого слоя W, удо-
удовлетворяющий уравнению

^__^.=.._2г^:_2/ «а E). (В)dn dn dn J v ' v '

Функция W, удовлетворяющая уравнению (В), зависит

от С, и нетрудно видеть, что при C = l) W превращается
в функцию, разрешающую задачу (В^), а при С = —1 —*

Р функцию— решение задачи (Ве).
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В самом деле, напомним формулы § 4 (II)

Wt dWe ...

,v.

dn dn
— 4r X плотность W;

dn
*

dn dn'

Применяя их, находим при ч = 1:

dn - 'dn dn dn dn ¦'' dn

таким образом, функция W есть решение внутренней задачи В.

Полагая С = — 1, имеем:

dn dn dn ' dn '' dn ' '

это доказывает, что в данном случае функция W есть реше-
решение внешней задачи В.

Обозначим через — „-и. плотность потенциала W, т. е.

положим:

Первое уравнение D) принимает вид:

dn dn Л 2г.

Принимая во внимание, что

dW 1 (' cos^jo/Vq) , ,к,

dn 2г. |
~

,-

"
v '

(¦^)
°

находим из уравнения (В)

-2^| |V-^
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Мы получили для р. интегральное уравнение, которое

будем писать б виде:

fKDc°s(/ioA/Q)^+/(O) G)

обозначая через F@) функцию т0, а через F(l)—функ-
F(l)—функцию mv

Ядро уравнения G) равняется:

cos

Оно не ограничено. Уравнение, сопряженное с G), напи-

напишется:

0@) = С

Отметим, что век гор г]0, в соответствии с нашими со-

соглашениями, всегда направлен от т0 к mv Таким образом,
последнее уравнение может быть переписано в следующей
форме:

(8)
(К) Гю

Здесь первый член второй части — потенциал двойного

слоя.

Замечание. Уравнение (8) играет ту же роль в задаче

Дирихле, что уравнение G) в задаче Неймапа.

§ 3. Формальное решение уравнения (В)

Предположим, что возможно удовлетворить уравнению G)
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при помощи ряда
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(9)

равномерно сходящегося на (S) для достаточно малых значе-

значений |С|.
Существование такого ряда было бы достоверным, если бы

ядро уравнения G) было ограниченным.
Подставляя в G), вместо fi, ряд (9) и сравнивая коэффи-

коэффициенты в обеих частях, приходим к цепи равенств:

Ро(О)=/(О),

A0)

f

позволяющих последовательно определить р0, pj, ...

Имея в виду предположение о равномерной сходимости

ряда (9), мы проинтегрируем его почленно, умножив предва-
1 rfc-t

рительно на—л -; мы получим выражение для опреде-

ленного формулой E) потенциала W, в форме ряда:

A1)

в котором

1 2г. .1
(Si)

L
2«

(S,)

A2)
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Вычисляя нормальные производные потенциалов A2), на-

находим:

dVi__l Г „ соз(/-10АЦ
~Ш~~ W ] роA) ? "

di 2« JPi'
(S.) 'ю

} A3)

dn

cos

Сопоставление равенств A3) и A0) дает:

Заменяя в A2) po(O), pt@), ... полученными значениями,
находим:

v L

!~ 2« .! dn

A2')

Равенства A2') позволяют последовательно вычислять по-

потенциалы A2), не пользуясь функциями A0).
Мы назовем потенциалы A2') потенциалами Стеклова —

Робэна.
Равенство A1) дает нам формальное решение уравнения (В).

Если ряд A1) сходится при С=1 или при С =— 1,
то W представляет действительное решение задачи В. Итак,
задача сводится к изучению сходимости ряда A1) при С=1
и при С = —1. Эго исследование мы и проведем в следую-
следующих параграфах.
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§ 4. Исследование итерированных ядер

Мы условились обозначать через Et) границу E) и че-

через dal элемент ее поверхности, когда координаты перемен-

переменной точки обозначены через хь _у,, гг\ аналогично этому,
мы станем обозначать ту же поверхность через EЧ), E3), ...,

когда координаты переменной точки обозначены через лг2, _у0,
гу. х8, у.р г3, ...; элементы поверхности, в соответствую-
соответствующих случаях, будут нами обозначаться через dc2, йЦ, ...,

а функция точки (хп, уп, zn) — через /(п).
Рассмотрим итерированные ядра для ядра /СA, 0) = /С,A,0):

Кп{1, 0)= j КA, 2)Кп_,(

Изучим ближе ядро

„

m if cos (п-Л) cos (л,0ЛГ0) ,

'"

(is,) ги г^

Это ядро как функция точки т1 является потенциалом

cos (f90Nn)
двойного слоя с плотностью - —-,z" , которая интегрируема

Аг-'г-ю

и непрерывна всюду, за исключением точки т0, в окрестности

которой она, может быть, не ограничена. Отсюда, в силу
замечания к § 3(Н) следует, что /СоA, 0) непрерывна как

функция точки /И], если т^ не совпадает с т0. в окрест-
окрестности которой /С9A, 0), возможно, не ограничена. Анало-

Аналогично, рассмагрив1я К.,A, 0) как нормальную производную
потенциала простого слоя, заключаем о непрерывное!и /С2 A, 0)
как функции точки т0, если т0 не совпадает с /и,. Те же

заключечия делаем о последующих игерировачных ядрах.

Покажем, что одно из итерированных ядер ограничено; тО1да

следующее за ним ядро будет наверно непрерывным. В по-

последую них рассуждениях будем лишь отмечать ограничен-
ограниченность функций, не отмечая их непрерывности.

Предположим, что E) — поверхность Ляпунова, для ко-

которой
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Докажем, что, в этом случае, при п, удовлетворяющем

неравенствам

2 —(я —1)Х>0, 2 — пк<0,

итерированное ядро я-го порядка, соответствующее ядру

hrn m
l cos (г10ЛГ0)

— ядро ограниченное.

Напомним, что в § 1 (I) мы получили неравенство:

При помощи этого неравенства находим:

1 cos (rKNa)

Отсюда вытекает, что, если мы положим:

1, 0)
, 0)=. 2-Х >

Г10

то функция СA, 0) будет функцией непрерывной и огра-
ограниченной.

Рис. 25.

Оценим теперь второе итерированное ядро. Имеем:

Aid, 0)= J/C(l, 2)/CB,
(b,) (S2) 1г ¦

to

Опишем вокруг точки т0 как центра сферу Ляпунова и

сферу радиуса 2г10 (рис. 25).
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Пусть (?2) и (а2) — части E), вырезаемые этими сферами.
Имеем:

Первый из этих трех интегралов ограничен, так как г12
, d

и г10 в области интегрирования превосходят -у , если г10
d

меньше
-j.

Рассмотрим второй интеграл. Точка т2 находится вне

сферы радиуса 2г10, вследствие чего

Вводя цилиндрические координаты с полюсом т0 и с по-

полярной плоскостью, касательной к поверхности в т0, имеем:

2-2Х
р

J d2f
n,

v 10

мы видим, что произведение второго интеграла на г\~& есть

функция ограниченная.

Переходим к последнему из интегралов A4). Проведем
к середине г10 перпендикулярную плоскость. Эта плоскость

делит (а2) на две части: часть (о0), содержащую точку т0,
и часть (а,), содержащую точку (ffij).

Последний из интегралов A4) есть сумма двух интегра-

интегралов, соответственно распространенных по (а0) и (оа). Рас-

Рассмотрим первый из них. При интегрировании по (о0), г12



158 Задачи веймаяа и ровэна < [гл. и.

больше —

гH. Отсюда следует, что

| Г С A,2) С B,0) ,
^

В*Р-ь f <fe2 ^

-X*

Г10

Произведение этого интеграла на г2~2Х также ограничено.

Точно так же, обозначая через (<^) часть E), вырезян-

ную сферой с центром т1 и радиусом Зг]0 и заключающую

внутри себя (з2), и замечая, что при интегрировании по (oj) r20

больше -х г10, получаем:

СA, 2)СB, 0) А_ ^
Д222-х г

d4
-

г2-х I -^Г^--л >

12 20 10
(«) 12

-2-х,

Рассматривая полученные результаты, находим:

| /С2 A, 0) г*-* |< Slf /С2 A, 0) = Щ?-,

где Вх определенное число, а С2A, 0)—ограниченная!
функция.

Повторяя те же рассуждения для ядра

I, 2)/С2B,

получаем:
л* i\ с\\

-'-Si '

'10

где С3A, 0) — ограниченная функция.
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Действуя совершенно аналогично, находим:

*n-iO. 0)- C":.i-i>? . если 2-(я-
гы

fn-i(l. О^С^О, 0)| logrl01, если 2 — (и—
таким, образом, нами доказано, что КпA, 0)—ограниченная
функция.

§ 5. Фактическое решение уравнения (В)

На основании теории интегральных уравнений мы можем

утперждать, что решение уравнение G)

Одновременно удовлетворяет и уравнению

= С» J/Cn(l, 0)|*A)Л1 + 2я@), A5)
(S)
J

В котором 2»@) есть сумма п первых членов разложения р

по степеням С:

@
Если ядро /С„A, 0) ограничено, то можно ввести в рас-

рассмотрение соответствующий определитель Фредгольма
его первый минор S4C, 1, 0) и резольвенту:

Выражения S'(^) и <^(С, 1, 0) могут быть разложены
в ряды по степеням С, сходящиеся при любых значениях С.

Поскольку A6) есть резольвента уравнения A5), имеем:

f
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Итак, |х@) представляется в виде дроби, числитель и

знаменатель которой степенные ряды по С, сходящиеся при

всех значениях С. Коэффициенты ряда для Srt(?; 0) суть
непрерывные функции точки т0, и этот ряд сходится равно-

равномерно на E) при любом значении С Мы обозначаем зна-

знаменатель дроби, стоящий в последнем равенстве, через Qiy (С),
вместо ®ЧС), предполагая, что в этой дроби произведено
сокращение общих множителей. Если d ф 0 есть наименьший

по модулю нуль ЗВХ (С), то ряд (9) сходится равномерно на (S)
для всякого фиксированного значения ? из круга |?|<|Cj|.

Потенциал

L Г
2я J

3>х (С 1)

есть решение уравнения (В). Уравнение (В) будет иметь ре-

решения, отвечающие значениям С=1 и ? =—1, если эти

числа не являются нулями функции <&х (С).
Таким образом, реи.ение задачи Неймана сводится к вы-

выяснению условий', при которых числа С = 1 и С = — 1 не

являются полюсами мероморфной функции jj-(O).
Для исследования этого вопроса мы, прежде всего, до-

докажем следующие четыре теоремы.
1°. В обыкновенном случае и в случае (Е), число С =— 1

не может быть полюсом функции (J-(O); случай (J) для

данной теоремы— исключительный случай.
Во всех случаях:
2°. Полюсы функции |х@)— вещественные.
3°. У функции [1.@) не существует полюсов между—

к+1.
4°. Все полюсы функции |х@)— простые.

§ 6. Вспомогательная теорема

Для доказательства только что упомянутых теорем мы

должны воспользоваться тождествами Грина:

\'(dU_dV_,dU_dV^^dUdV\, \ n^d —

DJ
У Z

(S)
р

,d(Jij /1Q\
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<2°>

1де U и V7—потенциалы простого слоя, а также аналогич-

аналогичными формулами для области (Д.). Эти тождества устано-
установлены нами для функций, гармонических в (Д). Между тем,

иогенциал простого слоя, вообще юворя, не является функ-
функцией гармонической в (Д), а лишь функцией гармонической
внутри (Д). Лишь в случае, когда плотность у. правильно
Игмрерывна, можно на основании § 7 (II) утверждать, что

первые производные потенциала правильно непрерывны в (Д)
И что тождества Грина применимы.

В этом параграфе докажем, что формула A8) имегт

мфсто для потенциалов простого слоя с непрерывной плог-

Иостью, что достаточно для дальнейшего. Формулы A9) и

B0) следуют из C 8).

Пусть точки т. и от., лежат с (Д). Тогда — и -

гю гз>

мнляются гармоническими функциями точки mQ в (?>,), имею-

имеющими непрерывные производные любого порядка, и к ьим

Применимо тождество Грипа

д± д± д±д± д± д±

¦/'V

J Lsq ^3 J_ iVLvJCli
....

rto «!n J /"io r'L

Если точка m3 фиксирована в (Д), то обе части ра-

ране, ства B1) являются непрерывными во всем пространстве

функциями точки wjj: интеграл по (Д) как первая производ-
ини ньютонова потенциала с непрерывной плотностью, инте-

интеграл по E) как потенциал простого слоя с непрерывной
плотностью. Поэтому формула B1) справедлива, если

точка Wj лежит г.а (S). Пусть точка тх на (S). На основа-

основании замечания к § 13 A1) левая часть B1) есть непрерывная

] 1 Зак. 749. Н М Понтер
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функция точки т3 во всем пространстве, за исключением

точки mr Ьравая часть, на осюванги замечакия к § 3 (II),,
при приближении точки т3 к точке т2 на E), отличной^

от mv получает слагаемое

Таким образом, имеем:

гп

По

g° + ...)Л=|1__ \±S^SM^da. B2)

Пусть jj- и v плотности потенциалов просгого слоя U н V.
На основании B2) справедливо равенство:

д

(S.)

B3)

Мы позже докажем законность перестановки порядка ин-

тегрир ~ваь ия. Ьереставляя порядок интегрирования в левой

части B3), получим формулу:

1

U
(S,) (S,)

и аналогичные ей.

Поэтому левая часть B3) примет вид:

^.дх дх '

ду ду' dz dz

г. е. она равна левой части
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Правая часть формулы B3) примет вид:

163

Х

(Я)

<& (S)

1йк как

(я,)

Таким образом, правая часть B3) равна правой части A8).
,'-I'им самым формула A8) доказана, если считать законными

перестановки порядков интегрирования.
На основании добавления к § 6 (I) для возможности пе-

перестановки порядка интегрирования в левой части B3) до-

достаточно доказать существование интеграла

д— д —

B4)

Прежде всего имеем:

и поэтому

дх

д±
дх

•

д±
''го

их

дх

(ПА

11*
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Докажем, что

1
_ 1_ rfr_ С_

"Ю Г2» Г12

]ГЛ.

B5

Для доказательства опишем около точки т1 как центр.

шар радиусп 2/-12 и обозначим через (ш) часть шара, лежа

щую в (?),). Плоскость, перпендикулярная тхт.2 и прохо
дящая через середину отрезка т^т^ делит (ш) на части (и/
и (ш"). Пусть (ш') содержит т1, (ш") содержит /и9.

Интеграл B5) есть сумма интегралов по {Di — ш), (о/) \

(ш"). Оценим каждый из инте1ралов.

В области (ш') имеем гоо0 и поэтому

""Г *"¦ ^'joj -

Здесь использовали то обстоя 1ельсгво, что hmtciрал oi

положительной функции по (ш') меньше, чем по (ш), -л пэ-

следкий меньше, чем по полному шару радиуса 2гп; чпаче-

ние последнего иьтеграла было получеьо в § 11 (II).
Пс лучим также аналогичную оценку интеграла но (ш'у),

заметив, чго (<»'') лежит в шаре с центром в т., и радиу-
радиусом 3/-12.

I

В области {Di — ш) имеем гл0 > 2/-)О, и поэтому
--- <¦ .

Кроме того \г10 — г2П | < г12 и, следовательно,

1 Ije
J

откуда следует

и, таким образом,

-!-<^

Пусть R означает диаметр области (й{). Интеграл по

(D{ — ш) от положительной функции меньше интеграла по

сферическому слою с центром в пг1 и радиусами 2гк и /?.
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Поэтому получаем:

Л10

д
Таким образом, все интегралы имеют оценку — и по-

Этому оценка B5) доказана. Отсюда следует, что

,
'дЛ д±

J ^)i
С (

сен» с граниченная функция «г2 во всем пространстве и ин-

интеграл по (Sq) наверное существует. Этим самым доказали

законность перестановки порядка интегрирования в левой

части B3).
Повторяя рассуждения § 4, придем к оценке:

1 ,' cos (riOnn)' ^
С

и, следова1ельно, приходим к выводу о существовании инте-

1рала

'по доказывает законность перестановки порядка интегриро-
нания в правоЧ части B3). Формула A8) доказана.

В качестве добавления к тождествам A8) и A9) докажем

следующие утверждения, которые нам понадобятся позднее.

1°. Если на (S) имеем —^ = 0, го в случаях обычном и

(U) потенциал простого слоя V и его плотность равны нулю;
» случае (J) V равен нулю вне E\°'). но может равняться
«1 личным от нуля постоянным внутри (S(]>), (S<2>), .

..,
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Действительно, если -~ = 0, то имеем:

e (S)

а это означает, что в (De)

дх ду dz '

Но в бесконечно удаленной точке V=0 и, следовательно.

V=0 в связной обласси, содержащей бесконечно удаленную
тчку. В случаях обычном и (Е) эга связная область совпа-

совпадает с (?)Д В случае (J) эга связная область не совпадавi

с (?>е); она не содержит областей внутри (S*1), ..., EW),
в каждой из которых V=- const.

В случаях обычном и (Е) потенциал V, будучи равным
нулю в (De), равен нулю по полной границе E) и формула A9)
показывает, что V= const в (Д), и гак как V=0 на (S),
ю V=0 в (ОД

Если V=0 всюду, го

О = — ~ = 4ли. и = 0.
dn dn

2°. Если V=0 в (D{), го V=0 всюду. Действительно,
1ак как V=Q на (S), го формула A9') показывает, что

производные V равны нулю в (De) и, следовательно, V= const

в (De). Так как V=Q на E), то V=0 в (De).

Добавлепие. Пусть [/—гармопичсская в (D,-), а V—потенциал
простого слоя. Легко убедиться, что справедлива формула A8), и

с ней A9) и B0).

Действительно, если т\ в De. то гармоническая в (Dt) и,

следовательно, имеем'

д
1

д
1

д
1

J.W 5jc <
ду ду

~*~
dz dz J

~— d<!=-— J f/ |^-<fa- B6)
(S)

10
(S)

r°i
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Устремляя в B6) точку тх на поверхность (S), умножая пол>-
члкгцееся равенство па ;лA), интегрируя по E) и переставляя по-

рндок интегрирования, придем к формуле A8).
Как следствие формулы B0) получаем:

4«
,

(S) (S)

1 Г dice's , 1 f eos(WV) .

=
— —-l U — Кг Ц;—i da в IDЛ,
4« J <//i r 4n

'
r4

v '

S

п0
4 J 4

(S) (S)

И аналогичные для Ve и -—¦ • Действительна, вывод последних

формул в § 8A) базировался лишь па формуле B0).

§ 7. Доказательство теорем § 5

Обращаясь к доказательству теорем § 5, мы предполо-
предположим, что Со—полюс порядка k для функции ц@). Таким
образом, мы положим:

fc 0)
_

М"> | »i@) , п-,.

1Ле 1>0 @) не равна тождественно нулю.
Отсюда

2л: I
Гю

(S.)

B7)

(S',)

l iim

и где W@) не равен тождественно нулю, ибо, в противном

случае, было бы
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1°. Подставляя W в уравнение

dWe

и сравнивая коэффициенты при 7,— ,. , получаем:

откуда

^ ;

Умножая равенство B9) на ^°) и итерируя по E),
получаем при помощи A9) и A9'):

Отсюда следует, что при ^0^= — 1

И гак, при данном значении С, W@>—константа в (ОД
Но гогда, в обыкновенном случае и в случае (Е), W{0) везде

равен нулю, откуда вытекает, — в противоречии со сделан-

сделанным в начале доказательства предположением,— что '(|0@)
также равна нулю. Таким образом, число ?0=— 1 не .можег

быть полюсом функции [л ни в обыкновенном случае, ни

в случае (Е).
2°. Предположим теперь, что Со—комплексное число.

Тогда \@) и W<°> также могут быть комплексными. По-

Полагаем:

— И1)

Разделим обе части B9) на мы получим:

dn dn
(зп
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Умножая обе чааи ня V*1) — /!/(->, имеем:

dViV/ dVp г dV-r> dV^
dn ' Лг ' v dn dn

1- ; г dV{U c'V':i)

1 4- Io | dn ' dndn

i/-^-)!. C2)
i и dn I \

v '

Интегрируем последнее равенство по (S). Согласно B0),
коэффициенты при / равны нулю; мы получаем:

C3)

Выражение в скобках в правой часги не равно нулю;

и противном случае было бы:

--0, !)о @)^-0,

Щи невозможно. Итак, эго выражение и левая часть C3) —
1 /-

Игщесгвенны и положительны, и множшель гт~? — веще-
1 + -о

СIпенен, откуда вытекает, что и число ^,0 также вещественно.

3°. Если Со вещественно и не равно —1, то равенство C0)
имеет вид:

Ишеграл в правой части эюго равенства не равен нулю,

liiu как, в противном случае, оказались бы везде равными

нулю U7|0) и »0@). KiaK, множитель

J -4- :„ са + 1

положителен или раке» нулю и C0>*-j- 1 или ?0< — 1; т. е.

функции а не имеет полюсов, лежащих между
— 1 и -f-1.
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4°. Предположим теперь, что ft> 1. Сравнивая коэффи

циенты при г
.

.fe_1
в обеих частях (В) после подстановк

разложения W, получаем:

dh

откуда

dh
fdW^

~

\~~dn *~
dn

dn
--?-). C4dn I v

Умножим B9) на IF*1) и C4) на IT*0) и вычтем второ

произведение из первого. Интегрирование полученного ра
венства

dn dn J

но E) приводит нас к уравнению:

dn dn

Преобразовав C0) к виду

и заметив, что

1 —1

г" -о L — ''

находим, решая систему уравнений C5) и C0"):
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Однако эти равенства невозможны, так как из них выте-

вытекало бы, что W(°) =0, '%@)= 0. Предположение k > 1 при-
нодит к противоречию; k может равняться лишь единице,

'мо и требовалось доказать.
Четыре теоремы § 5 доказаны.

§ 8. Условие, необходимое для того, чтобы ? = 1

не было полюсом

Подставляя значение \ь из A7) в уравнение G)

f
получаем:

^ [ cos(?AA)@. C6)

Умножая последнее равенство на do и интегрируя его

но (S), находим:

С)

(S) (S,)
'

1П <Ч)

C7)
(S'l

Ho

(S) ri°
(S)

Го1

так как точка т1 расположена на (S). Вследствие этого

равенство C7) приводится к виду:

(S) (S,) (S1
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отсюда

A—i) J ЯЛ', 0)da -^Q ff(O)da. C7')
(«, 'S

Предположим, чю мы имеем дело с обыкновенным слу-
случаем или случаем (J).

Подиавлкя в C7') ^—1, получаем:

0 = 0,A) f/@)rfa. C8)
(•S)

Уравнение C8) показывает, чго или С=1 один из нулей
функции сц1 (С), или что

= O; C9)

условие C9) наверное удовлетворяв ю'я, если С—1 не нуль

0,С). Итак

A) — единственный случай, когда число 4=1 может не

быть полюсом ;х @), зго — случай, когда удовлетворяется

условие C9).
Допусшм теперь, что условие C9) выполнено. Из равен-

ciBa C7') находим-

A— У
(К)

откуда следует, что при ^,=f-1

f &Л'-л 0)^5 = 0.

Но последний интеграл — целая функция С- Если он ра-

равен нулю при всех значениях С, не равных 1, то он обра-
обращается в нуль и при С =1. Итак

B) — при наличии условия C9):

О. D0)

Предположим теперь, чго С-- 1 нуль ®^(С)- Разделив

C7') на A—1) и положив затем *= 1, получаем;

D1)
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Так как  --1 простой полюс ;х, то Ql\ A) отлично oi

нуля, таким образом

C) если Z -= 1 полюс '«-(О), ю выражение | S?,(l, 0)</з
'Ч)

оЛращается в нуль лишь и гом случае, когда имеет чес го

условие C9).
В случае (Е) условие C9) должно быть видоизменено.

Ичесто того, чтобы интегрировать равенство C6) по всей

совокупности границ (S). мы его проинтегрируем по каждой

И! ]раниц (S(/)), /—-1, 2, ..., k — в отдельности. Мы по-

получим, вместо C7), следующие равенства:

| C7,)

Имеем

i" cos(r,uA'u) . I' cos,(r0lNn) .
.

I —^
— —

и j ~
—

I us,

iror интеграл не ранен нулю лишь в том случае, когда

точка от, расположена на (Su)), так как все точки границ

(Л"(<>), г^=/, лежат вне пространства, ограниченного E"*).
Таким образом, равенства C7,) Moiyi быть приведены

к следующему виду.

J S, К, 0) rf3 ^ ; [ 0, (С, 0) rf3 + 5)', о [ / @) dr,

(/=1, 2, ..., ft);

отсюда

A - С) f ®, (С, 0) <Ь = 5f, Q Г / @) Л,

(/=-1, 2, ..., ft).

Повторяя рассуждения, проведенные для обыкновенного

случая и случая (J), приходим к следующим выводам:
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'

1°. Единственный случай, когда число С==1 может не

быть полюсом }J-@), это случай, когда имеют место следую-
следующие k условий:

J7@)do = 0, (/=1, 2, ..., k). C9')

<S<»)
2°. Если существуют к условий C9'), то можно сказать

го же самое и о k равенствах:

,(l, 0)Л = 0, (/=1,2,...,*). D0')

Если ?=1 полюс функции ;х@), то мы имеем:

, (/=1,2, ..., ft); D1')

равенства D1') приводят к следующему заключению:

3°. Если С—1 полюс функции ^@), то интеграл

может тогда лишь обратиться в нуль при некотором опреде-
определенном /, когда для этого значения I

§ 9. Достаточность найденных условий

Лемма. Если функция о@) удовлетворяет уравнению

oit D2)

т. е. если р@) принадлежит к числу фундаментальных
функций уравнения G), связанных с полюсом С = 1, /яо

V =
^^""i

D3)

остается постоянным в области (Df).
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Пользуясь D2), имеем:

dn \dn
~r (in)'

Отсюда следует, что

с, е. что V=C в (Ог), что и требовалось доказать.

Заметим, что в случае (Е) эта константа имеет некото-

некоторое определенное значение внутри каждой области, О1раии-
чрниой поверхностью (S(I)), могущее изменяться при пере-

перекопе из одной области в дру1ую. В случае (Е)
— для точки mv

находящейся внутри (S<1)), /=1,2, ..., &, — следует писать

полученное равенство в виде: V = C(l).

При доказательстве достаточности условий C9) и C9')
мы рассмотрим в отдельности: обыкновенный случай и слу-
чий (J); случая (Е).

1°. Предположим, что мы имеем дело с обыкновенным

случаем или случаем (J), и что условие C9)

(Я)

удовлетворено.

Пусть С= 1 полюс функции [а. В таком случае справе-
илиио равенство D0).

Подставляя С — 1 в уравнение C6)

•Л, (С, 0)=-? '®,(С, ^^

получим:

i D4)
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т. е убедимся, чго ^A, 0) есть решение уравнения D2
Вследствие этою, на основании леммы, имеем:

1/-= b(Oi).
(S

Введем новую функцию точек на E), полагая

/,@)=--1.
Находим

D1

где 5 — сумма площадей 1раниц совокупности (S). Ed

;х@) ее п. значение и@), соответствующее fo(O), то

;j.@)-='
{'-, 0)

1Де 3!\{^, 0) и ?#jQ — некоторые целые функции, получе1
ные при подстановке /0@) вместо /@) и равенство A7).

Из D6) следуе!, чго *,— 1 наверное полюс функции ;х@
имеем'

Урав! е?ие

приводит 1 ас к равегсгву

(V,

показывающему, что ,27,A,0) также представляет собою pi
шение уравнения D2).

Отсюда следует, что

^ D5
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Умножим .2^A,0) на V do и проинтегрируем произведе-
произведение но (S). Поскольку, с одной стороны, V равно С на (S),
мы получаем:

J S,(l, 0) Vdo = C J 0,A, 0)rfo = —

D) (S)

(! другой стороны, равенства D0) и D5,) нам дают:

(S) (S) («,)

(SO

Отсюда выгекаег, что

~

=0, С=0.

Но если потенциал простого слоя равен нулю в

то он везде равен нулю; отсюда получается равенство

показывающее, что С = 1 есть нуль функции <gr Х(С, 0). Но

С ;¦* 1 нуль функции <$, (Q; таким образом, дробь —Д /.. -

сократима, что противоречит сделанному выше предположе-

предположению. В итоге, мы видим, что две гипотезы'. 1) ?=1 ко-

1НЧН» S^CC)", 2) выполнено условие C9)— противоречат друг
другу; С = 1 не может быть полюсом р. @).

Для доказательства достаточности условий C9') в слу-
Чае (Е) следует слегка изменить изложенные выше рас-

рассуждения.
Рассматривая случай (Е) и считая, что имеют место k

условий C9'), предположим, что ?=1 полюс ;х@). В таком

случае справедливо D0') и мы заключаем из C6), что

V ,= Г &1 0> Vd°
я с© внутри )

(I Г 
D50

Введем новую функцию /0@) точки на S, полагая

/о(О) = а« на (S% (/= 1, 2, ..., k),

1Де aW произвольно выбранные положительные числа.

J2 3«к. 749. Н. М, Гюитер
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Имеем

f/o@)rfo=2 f /o@)^=t

1гЛ. Ш

0. D6')

Если ]а@) функция [д., соответствующая /0@), то можно

написать:

где ^(С, 0) и ^(С)— целые функции С; на основании D6')
^=1—наверное нуль Z)j(C). Сверх того, имеем:

J &i(\,0)do*=—®[(i)a(W>, (/=1, 2, ..., ft)

Вследствие этого

(S,)
"

= ci4 внутри D6")

(/=1, 2,

Из всего этого выводим:

J" #1A,0I^ = 2 J

1=1

Затем

(S)

j
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= ^с« J
= 0.

Итак, при любых а(?>

6 — л

ЧТО возможно лишь в том случае, когда

С(г) = 0, (/=1, 2, .... ft).

Из последних равенств заключаем, что V равен нулю
Н (D<) и, следовательно, везде равен нулю; таким образом,

0,A, 0) = 0.

Последнее равенство невозможно, ибо из него вытекает вы-

нод о воздможности сокращения общих множителей в числи-

числителе и знаменателе функции ^х(О).
Условие C9') вновь оказывается в противоречии с пред-

предположением <^i(l) = 0.

§ 10. Решение внутренней задачи Неймана

Обыкновенный случай. Заметим, прежде всего, что при
исследовании внутренней задачи Неймана мы не можем за-

занимать по произволу функцию /.
Принимая во внимание, что постоянная есть гармониче-

гармоническая функция в (О»), мы замечаем из формулы A8) § 6, что

dn

12
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Отсюда следует, что при наличии условия

dVj __.

dn
~>

должно также иметь место равенство C9).
Итак, условиеC9) есть необходимое условие возможности

данной задачи.

Но мы видели в предыдущем параграфе, что при выпол-

выполнении условия C9) число С = 1 не может быть полюсом ме-

роморфной функции (9)

у которой

j. if ., ч
COS

Ро=/, •••> Рп =
—

з^ P@

Число С=1 не может также быть полюсом функции A1)

где

J r,0 2г. J dn r10
*

Функции (9) и A1) не имеют полюсов, заключенных в про-

промежутке от С — —1 до C = -j-l", С = —1 также не может

быть их полюсом; поэтому можно подставить в A1) значение

С = 1. Находим

W=^-bV2+V3-|-..., D7)
причем, согласно замечаниям § 2,

Итак, решение поставленной задачи определяется рядом

V= -Vl-Vi-Vz-.... D7';
На основании равномерной сходимости ряда

0) + + +--- (9';
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па (S), имеем:

Таким образом, V действительно имеет нормальную про-

производную, удовлетворяющую условию

иЛо функция (9') представляет собою решение уравнения G)

при С— 1.

Заметим, что постоянная есть гармоническая функция
в (Dt), нормальная производная которой на (S) равна нулю;
мы можем, поэтому, при решении внутренней задачи доба-
добавить к найденной функции V произвольную константу. Это

замечание находится в полном согласии с доказанными выше

теоремами. К каждому решению jj. уравнения G) при С — 1

можно, очевидно, добавить произвольное решение однород-
однородного уравнения D2); эта операция, согласно лемме § 9,
имеет последствием добавление к V некоторого постоянного

количества.

Случай (J). В случае (J), как и в обыкновенном случае,
выполнение C9) есть необходимое условие возможности вну-
внутренней задачи. Рассуждения, проведенные выше для обыкно-

обыкновенного случая, сохраняют силу и для случая (J).
Но в случае (J) функция (9) может допускать два полюса:

С —= 1 и 11 = — 1; при выполнении условия C9) исчезает лишь

полюс Ц = 1. Мы не можем найти значение функции W,
подставив Ц= 1 в ряд A1), так как радиус сходимости этого

ряда равен единице.
Умножаем функцию W на 1-j-il; получаем:

Поскольку L. = — 1 простой полюс функции W, постольку
что значение уже не может быть полюсом функции A -}-?) W;
учитывая, что Ц = 1 также не полюс этой функции, заклю-

заключаем, что радиус сходимости последнего ряда больше единицы
и что поэтому возможно в него подставить значение С=1.
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Мы приходим к формуле

+Vn-i) + -"\. D8)

Искомое решение получается в ниде ряда

+Vf,,1L-•••]• D8')

Как и для обыкновенного случая, возможно убедиться,
что V действительно потенциал простого слоя и, следова-

следовательно, допускает нормальную производную, удовлетворяю-
удовлетворяющую условиям задачи.

Сделанное выше замечание насчет самого общею решения
задачи остается в силе: для получения этого решения следует
добавить к найденной функции произвольную постоянную.

Случай Е. В случае (Е) можно применить формулу A8)
к каждой области, ограниченной поверхностью E"("). Отсюда

следует, что внутренняя задача Неймана возможна лишь при

выполнении k условий C9')

(/--1, 2, ..., к).

Если эти k условий удовлетворены, то С -= 1 не может

быть полюсом для функций (9) и A1). В рассматриваемом

случае (Е), С = —1 Для них также не полюс, и у них не

имеется полюсов между —1 и —f-1.
Итак, радиус сходимости ряда A1) больше единицы;

полагая в нем С= 1, имеем:

W= Vx 4- V'<2 + V, + • • • • D9)

Решение внутренней задачи Неймана получается в виде ряда

V-^-~Vl-V2-V.,— ... D9')

1М.ы заметили, что исследование данного случая может

быть заменено изучением k внутренних задач Неймана. Однако

функция, которая определяла бы решение для области, огра-
ограниченной E"(г'), имела бы значение лишь для точек внутри
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ггой области, тогда как только что найденное нами решение

д.ют искомую функцию в виде одного единственного ряда,
годного для всех внутренних областей.

К найденному решению V можно добавить функцию, ко-

и>рая остается постоянной в каждой из областей, ограничен-
ограниченных поверхностями (S(l)), но значение которой изменяется

при переходе от одной области к другой.
Это находится в согласии с леммой § 9 для случая (Е);

добавляя к fi решения однородного уравнения, мы лишь

прибавляем к V константы, обладающие указанными выше

сно 1ствами.

Сделаем небольшое замечание о связи между задачами
Л и В. Условие C9) получено как необходимое и достаточ-

достаточное условие разрешимости задачи В. Следовательно, оно

ммляется и достаточным условием разрешимости задачи А.
Инляется ли оно необходимым? Покажем, что это так. Для
определенности рассмотрим обыкновенный случай.

Допустим, что функция U гармоническая внутри (D4) на

фанице E) удовлетворяет условию A), причем

Тогда функция Д=/— с удовлетворяет условию C9) и,
следовательно, найдется потенциал простого слоя V такой,

что ~j±z==fi- Тогда гармоническая внутри (D,-) функция

W= U— V на границе (S) удовлетворяет условию

Если с > 0, го эго означает, что функция IF убывает,
если двигается по нормали от точки границы и, следова-

1ельно, точка минимума функции W не может быть на гра-
границе области (D^), что противоречит основному свойству
гармонической функции.

Точно так же невозможно с < 0. Это доказывает необ-
необходимость условия C9) для разрешимости задачи А.

Отсюда также следует, что всякое решение задачи А пред-

ставимо потенциалом простого слоя и таким образом эквива-

эквивалентность задач А и В доказана.
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§ 11. Реш?ние внешней задачи Неймана для случая (Е)
и для обыкновенного случая

Мы получим решение внешней задачи Неймана, определяя
значение функции W при С =- — 1. Число С== — 1 не может

быть полюсом этой функции ни в случае (Е), ни в обыкно-

обыкновенном случае, но С—1 может оказаться ее полюсом, так

как во внешней задаче значения / не подчинены никакому

условию. Вследствие этого нельзя подставлять в ряд A1)
значение ? = — 1.

Но С = 1 — простой полюс W, поэтому функция A — С) W
голоморфна в окрестности С=1, и можно найти искомое

значение W, подставив С = — 1 в ряд

A-0 w= t'i+cn- W+(v3- W+ • • ¦ +

Выполнив эту подстановку, находим, что функция V,

удовлетворяющая условию

dVe
dn

выражается равенством

=/ на (S),

l)" (Vn-Vn_])-r...l. E0)

В следующих параграфах мы дадим решение внешней

задачи Неймана для случая (J); в этом случае функция W

допускает полюс С — — 1, и ряд E0) теряет смысл.

§ 12. Фундаментальные функции полюса ? — 1

и задача Робэна для обыкновенного случая

В обыкновенном случае ? = 1 не может быть полюсо\>

функции jj. @); при выполнении условия C9)

С = 1 для нее — также не полюс. Вследствие этого ряд (9)
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имеет радиус сходимости больше единицы. Таким образом,
нозможно найти такое положительное число -: меньшее еди-

единицы, что ряд (9) будет сходиться при С = — @ < г < 1),

и что общий член преобразованного ряда

Г>удет бесконечно малым.

При наличии условия C9):

!р„|<х№ для n^zN. E1)

Если функция /— произвольная, то радиус сходимости

ряда (9) равен единице. Но С — — 1 не полюс функции ц,
а Ч, — 1 — простой полюс, поэтому радиус сходимости ряда

больше единицы, и существует такое число т < 1, что

будет бесконечно малым.

Отсюда следует, что для какой угодно функции /

'Ря— Pn-хКЛ если я ^W @<t<l). E2)

При т > п имеем:

Рт
—

Рп
~

(Рот — Рш-l) + (Pm -1
" Pm-2) + • • • + (Р»+1 " P«)i

отсюда следует, что

I ?т— Р„ | Si |pm — Pm_i I + • • • +

таким образом, для какоЛ угодно функции /

IР™ — Рп К «Л если п 5s N, от > л, @ < i < 1). E3)

Последнее неравенство называется принципом Робэна. Оно

показыпает, что р„ стремится к пределу при безграничном
возрастании п. Обозначим этот предел через р

Нт р„
=- р (л -+ оо).
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Неравенство E1) показывает, что при выполнении усло-
условия C9) р = 0.

Заметим, что ри равномерно стремится к пределу на E):
для нахождения неравенства E3) нам не потребовалось вво-

вводить предположениЛ о положении рассматриваемой нами точки

на упомянутой поверхности.
Принимая во внимание A0) и что рп равномерно стремится

к. пределу, мы можем произвести переход к пределу под
знаком интеграла и написать:

"»^,,; E4)

таким образом, р, если она не равна нулю, есть одна из фун-
фундаментальных функций полюса Ц = 1 для уравнения G)

Проин1егрируем по E) последнее из равенств A0). По-

Получаем:

(S)

(S,) (S) 10

(S)(S.)

Таким образом,

J p«@)tf3= J pn_j(O)^a= . . .
= J

(S) («)

(S,)

(S) (S) («) (S)

переходя в последнем равенстве к пределу, находим:

p@)rfa= J
(S) (S)

Отсюда следует, что если условие C9) не выполнено, то

р не равна нулю; таким образом, в этом случае, р— одна из

фундаментальных функций уравнения G).

[
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Произведение Ср, где С—постоянная, также представляет

собой решение уравнения E4). Покажем, что это решение
—

наиболее общее, т. е. что не существует фундаментальной
функции полюса С=1, линейно независимой от р. Предпо-
Предположим, что функции /' и /" связаны соотношением

С fda= J f"de. E5)

Пусть [/ — функция, соответствующая/':

; (я-юо), р? = /',

ииалогично, пусгь р" — функция, соответствующая/".
Найдем решение, которое соответствует функции/'—/".

Ксли обозначить такое решение через р, то

р = lim ря
= lim (р'п — р^), (и -» оо),

Отсюда следует, что р
= р/ — р"\ но р = 0, гак как

на основании E5); игак,

лис различные функции /', /", связанные соотношением E5),
приводят к одному и тому же решению.

Если функции /' и /" не связаны соотношением E5), то

нояможно найти число Ь, удовлетворяющее уравнению

o. E5')

Решение, соответствующее bf, равно Ь</\ в самом деле,

при умножении /' на Ь, р'п также умножается на Ь. Таким

образом, имеем:

W
"
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Итак, какова бы ни была функция /, способ Стеклова—

Робэна приводит к решениям уравнения E4), отличающимся

друг от друга лишь постоянным множителем; множитель этот,

ввиду существования уравнения

Jprfa = J7rf3,
(S) (.<•')

вполне определяется значением

da.

Остается еще выяснить, возможно ли получить этим спо-

способом все решения уравнения E4).
Пусть р

— некоторое решение E4). Положим/==р; имеем:

Ро=Р>

мы видим, что по способу Стеклова — Робэна, действи1ельно,
может быть получено какое угодно решение уравнения E4).

Согласно лемме § 9, потенциал D3)

V =
гto

(S)

имеет постоянную величину в области (О{), если функция р

удовлетворяет уравнению E4).
Принимая это во внимание, заключаем, что, определив р,

мы тем самым разрешили электростатическую задачу (задачу
Робэна): найти на поверхности E) распределение электри-
электричества, не оказывающее никакого действия на точку
внутри (S).

Отсюда также вытекает, что, если задан общий электри-
электрический заряд на (S)

I prfa = М,
(S)
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id данная задача является вполне определенной. Для нахожде-
нахождении решения, соответствующего этому случаю, достаточно

положить:

f— JL-
'
~~

S '

мы тогда, очевидно, получим:

Г , Mi*. ..

р da = -?- аз = М.

(S) (*>

§ 13. Фундаментальные функции полюса ? = 1

и задача Робэна для случая (J)

В случае (J), значения ? = 1 и С = — 1 могут быть, вообще

говоря, полюсами функции ,*.

Предположим сначала, что условие C9) выполнено. В этом с.чу-
чпр С=1 не может быть полюсом jj-, значение же С = — 1, если
оно полюс, есть полюс простой; отсюда следует, что функция

A + С)к- = Ро + (Pi + РоК+ (Ps + Pi) P + • •• E6)
не допускает ни полюса С=1. ни полюса С = —1. Таким образом,
радиус сходимости ряда E6) больше единицы, и отношение

Рп + Ри-1
~» '

при некотором значении числа т, меньшем единицы, становится бес-
бесконечно малым, когда и -» оо; имеем:

\Pn+?n~i\<xn< если и^Л/.

Последнее неравенство показывает, что, при наличии условия C9)

Предположим теперь, что /—произвольная функция. Если \х
имеет полюс С = 1, то этот полюс— простой, и функция

+ {(Р2 + Pl) - (?! + РО» ^ + ¦ ¦ ¦ +

+ {(Р» + Рп-)) —(P»-i + P»-2)}Cra+ ... E7)
ме допускает ни полюса С — 1, ни полюса С = — 1; радиус сходи-
сходимости ряда E7) больше единицы и мы, поэтому, имеем, для неко-

некоторого т < 1:

КРя + Рп-л) — (Pra-i+P«-2)l<-'*, если wgr/V.

Буквально повторяя рассуждения § 12, мы получим следующее
неравенство, аналогичное неравенству E3):

КРж + Рм-i) — (Pn+Pn-i)l<«'" (m>n). если я ^М E8)
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и показывающее, что

Р„ + Ря-1 E9)

стремится к пределу; пусть этот предел равняется р. Совершенно
ясно, что величина E9) стремится к своему пределу равномерно
на (S).

Имеем

1 ( cos (гюЛ/о) . \

' \ F0)
__J_ cos(rioA/0)

rfg

(Я.)
t0 J

отсюда

9» tfn-i
~

~~2i

Прррходя к пределу, находим.

таким образом, р, если она отлична от нуля, есть одна из фундамен-
фундаментальных функций уравнения G), соответствующих полюсу -—1.

Интегрируя по (S) первое из равенств F0), получаем:

(S) (S) (S,)

1 Г „ч/1 Г cos

(Si) (S) 10 (S,)

Отсюда следует, что

J ?n da — j pn_,rfa = ... = J ,ccda = J fda.

j(9n + ?r
(S)

J
<s)

(S) (Я)

переходя к пределу, находим;

Г Р rfo = 2 f/dc,
(S) (S)(S)

из последнего равенства заключаем, что р -? 0, если не имеет места

условие C9). Интегрируя F0) по одной из внутренних поверхно-
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u-ii (S^), мы получаем

= i J P.-, <!)( ( ^^U)^= - Г PM_lA)rfai;
(W (s'O) '10

(sjO)
м самом деле, интеграл

Г cos (rntiVn)
d_

может быть не равен нулю лишь тогда, когда точка т± находится

ип (S^); в этом случае он равен
— 2«, если нормаль JVn направлена

имутрь (S1®). TaKH\f образом, имеем:

( Рп *
- (— 1)J Pn-i* =... = (- 1)« J/do.

(SO) (s(O) (S№)

Итак, если для одной из поверхностей (S^), I = I, 2, ..., /г,

rfo -/ О,

10 рп не стремится к пределу; отсюда заключаем, что принцип
Робэиа здесь места не имеет.

Полученные формулы приводят к равенствам:

do-O, (/=1,2, ...,*).

Последнее из ннх может быть получено из уравнения F1),

интегрируя которое no (S^), находим:

^_ f (J P

J
,)

Ниже мы докажем, что р = 0 на (S( ^).
Легко убедиться, что можно получить общее решение уравне-

уравнении (E1), умножая найденную функцию о на произвольную константу.
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Повторяя рассуждения предыдущего параграфа, мы видим, что,

если функции f и f связаны условием E5), то соответствующие

им функции (/ и (/7—равны; в самом деле, функция/'—/" удовлетво-
удовлетворяет условию C9) и соответствующая ей функция р' — о" равна
нулю. Отсюда следует, что, задав

Г р do =-- М,

(S)

мы вполне этим определим функцию о: для того чтобы указанным

М
способом получить ее, достаточно положить:/=-^=-.

Пользуясь рассуждением, уже проведенным в § 12, мы можем

убедиться, что уравнение F1) не имеет других решений, кроме
полученных по изложенному методу.

В самом деле, если р—некоторое решение этого уравнения

и мы положим /=-^-р, то получим:

Рп
=

~2?> ?п + Рп-1 = ?

и вновь придем к функции р.
Благодаря лемме § 9, мы замечаем, что потенциал

= f Pii^1- F2)V

(ЗД

есть величина постоянная в области {D{)\ итак мы нашли решение
рассматриваемой электростатической задачи.

Интегрируя по поверхности (S®), /= 1, 2, ..., k, мы получаем.

dVo
'

dVpp

(s№) (si'))

[Здесь (D^) обозначает область, ограниченную (S'?^)].
Итак, V остается постоянным даже внутри (D^). Отсюда сле-

следует, что V сохраняет то же самое постоянное значение внутри (S'0')
и что на поверхности

т. е. что р равно нулю иа внутренних границах.
Переводя эти последние слова на язык электростатики, можем

сказать, что все электричество расположено на внешней границе (S^).
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Установив это последнее свойство, видим, что функция р удо"
|»л< гворяет уравнению:

[,
— та же самая функция, которая была найдена в предыдущем

параграфе и которая представляет собой решение задачи Робэна

дли поверхности (S1"').

§ 14. Фундаментальны» функции полюса ? = 1

и задача Робэна для случая (Е)

В случае (Е) число ? — —1 не .может быть полюсом функции ft.
Ирм выпотненни условий C9')

J/dc=-O. (/--1,2 k)

число С=1 также не полюс; следовательно, радиус сходимости

рнцп (9) больше единицы.
В этом случае, для некоторого т меньшего едичицы и при n'Sr.N

Нт ?„ = 0, п -> ос.

Для произвольной функции / радиус сходимости ряда

бпн.ше единицы; итак,

I Рп — Г«-11 < *п. если п ^ N.

Рассуждения § 12 показывают, что

Ifm — Г-» !<«'"» ec.in «>JV, m>n,

T, С. что принцип РоЗэна, в данном случае, существует.

Из равенства

)(ЬЗ)

ПврехОдй к пределу, выводим F1)

И тем самым убеждаемся, что ,', если она не равна нулю,
представляет собой одну из фундаментальных функций полюса С = 1.

\',\ Чшс. 749. Н. М Гюнтер
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Интегрируя F3) по (S^>), мы получаем.

[ГЛ. Ш

^ f p.-.

так как интеграл

cos (r01W0)
-5

(SO,

не равен нулю лишь для точки ть расположенной иа (S"'). и

равен 2«—в этом последнем случае.
Таким образом, мы имеем:

J Ы do = J Pn-i rf» = ¦ • • ^

(O (sC>)

, (/=1,2 ft).
F4)

Мы видим, что р не равна нулю, если не выполнено одно из усло-
условий C9').

Равенство F4) показывает, что существует несколько фунда-
фундаментальных функций; в самом деле, фундаментальная функция,]
соответствующая/j, для которой

/lrf= =

отличается от фуидаментальиой функции, соответствующей /2, длг

которой

Введем k функций fh\ /B), ...,/W, обладающих тем своь

i

ством, что /О = 0, если /»о ие расположело на (S^'), и /^' =—-=-

F5

если /»о находится на (S).
Образуем отвечающие им фундаментальные функции.
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Функция р@ удовлетворяет условиям

— 0, если '/. /-/, \
|

(E6)

Г о(

A)

Г 1 Г

SO) (s('b

Функции F5) линейно независимы. В самом деле, допустив

существование таких постоянных С\, С2, ... С^, что

С1?@ + С26«) 4- ... + Qf-O + • •
• + Ck р(») = О,

мы убедились бы, при помощи интегрирования последнего равен-

равенства по (SU)), что.

С, = 0.

Любая фундаментальная функция р, получаемая указанным
способом при помощи некоторой функции/, равна линейной функ-
функции от функций F5).

В самом деле, если

J/</з = а«> (/=1, 2, ..., *), F7)

(Sl>)

то фундаментальная функция, соответствующая /, равна:

?=аA)рA) +^B)рB)_|_ ____(_а№H№I
функции же

/' = /-
отвечает функция

которая равна нулю, так как /' удовлетворяет k условиям C9').
Наконец, указанным способом может быть получено любое

решение уравнения F1). Пусть р
— это решение. Полагая /— с,

находим

'о = Г- ?i = Р Ы =?-••• "т ?п - ;¦¦

Из всего этого можно еще заключить, что решение уравне-
уравнения Fi) — вполне определено, если иам известны значения а'1',
а*2' я'*> интегралов:

J р rfj (/=1,2 k);

решение зю равняется

1 ?.*
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На основании леммы § 9, мы заключаем, что функция

fp(l)«fei
.1 '"ю

(ад

представляет собой, для рассматриваемого случая, решение задачи
Робэна и что решение этой задачи вполне определяется заданием

электрических зарядов на каждой из поверхностей (S^), /=1,
2 к.

.§ 15. Исследование полюса ? = — 1

для случая (J)

Возвратимся к изучению функции A7):

и выясним, при каких условиях число С = —1 не принад-
принадлежит к числу полюсов этой функции. Мы знаем, что

функция ^(С, 0) удовлетворяет уравнению C3):

Проинтегрируем C6) но каждой из внутренних поверх-
поверхностей:

Находим

J

(S<]\ ...,

(SJ

(SCO)
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В самом деле, интеграл

cos

не равен нулю лишь тогда, когда точка т1 находится на

в этом же случае, направляя нормаль к поверхности

внутрь области, ограниченной этой поверхностью, найдем, что

величина рассматриваемого интеграла равна —2тс. Из по-

последнего равенства для функции g>j (?, 0) следует, что

(/@)do, (/=1, 2, ..., /e).
F8)

Подставляя в эго уравнение— 1 вместо С, получаем:

0 = й>,(— 1) j /@)do, (/==1,2, ..., ft).

Итак, число С = — 1 может не быть полюсом функ-
функции A7) лишь при выполнении k условий:

J7@)d3^0, (/=1, 2, ..., ft). F9)

В этом случае, равенства F8) имеют вид:

вследствие чего, при ^ /= — 1:

J ®i(C 0)do = 0, (/=1, 2, ..., ft). G0)

Все эти интегралы — целые функции С, ввиду чего ра-
равенства G0) должны удовлетворяться и при С = — 1; таким

образом, при наличии k условий F9), имеем:

J" ®i(-l,0)do = 0, (/--1, 2, .... ft). G1)

Предположим теперь, что ? = — 1 есть полюс функции A7).
Деля обе части равенства F8) на 1 -|-'(, и заменяя затем С
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на —1, получаем:

J й>,(-1, 0)do = .»{(_l)J /da, (/==1, 2, ..., Л).

Отсюда следует, что, если г,
— —1 полюс A7), то ра-

равенство

J ?>,(— 1, 0)Лг = 0

(ч-(Л,

может иметь место лишь одновременно с условием

Рассуждая как в § 9, мы легко докажем, чго при вы-

выполнении условий F9) значение 1 ¦= — 1 не может быть по-

полюсом A7).
Докажем сначала следующую лемму.
Лемма. Если функция [i удовлетворяет уравнении)

2i

то потенциал

гю

остается постоянным в области (De).
В самом деле, на каждой из границ (S<0'), ...,

имеем:

мы

dn
гю

dn
"т" rfn'

откуда

и поэтому

dV« -о

Итак, в области (^D§) V—const.
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Предположим теперь, что функция / удовлетворяет k

условиям F9) и что ? = — 1 есть полюс A7). Отсюда еле*

дует, что

и что справедливы равенства G1).
На основании леммы заключаем, что

остается постоянным в (De). Пусть V = C*'— значение I/

в области, ограниченной (S{1)). Вне (S@/) V равняется нулю,
так как он равен нулю в бесконечно удаленной точке.

Введем функцию /0, удовлетворяющую условиям:

/0=a(!) на (S№), (/=1, 2, ...,*),

где а№—произвольные постоянные.

Имеем

таким образом, условия F9) не выполнены и ", = — 1 на-

наверное полюс соответствующей функции:

G2)

Но если С = — 1 один из корней ©j (i), то функция

3?\(>i 0) удовлетворяет уравнению

откуда следует, что потенциал

1
ПО

остается постоянным в (De). Пусгь С(о' значение VQ в (S(');
вне (S(!)) Vo равен нулю,
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Умножим Q)^ (—1, 0) на V и проинтегрируем произведе-
произведение по (S); мы получим:

так как Vo равен нулю на поверхности (S(o)).
С другой стороны, пользуясь равенством G1), находим:

(Я)

(S.) E)

1=1 „T,

Из сопоставления двух последних результатов вытекает,
что между константами аО имеет место соотношение:

из этого соотношения заключаем, что

С;г) = 0, (/--=1, 2, ...,*).

Итак, V равен нулю во всей области (De); следовательно,

функция й>, (—1, 0) также равна нулю. Мы приходим
к противоречию, так как дробная функция A7) оказывается

сократимой, что не согласуется со сделанным ранее предпо-

предположением.

Таким образом, при наличии уддовчй F9), число С =^ — 1

Не мржет быть полюсом A7),
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§ 16. Внешняя задача Неймана для случая (J)

Данная задача возможна лишь в гом случае, когда для

всех внутренних границ

J /rfa = 0, (/=1, 2, ..., *). F9')

В самом деле, искомый потенциал ¦— гармоническая
функция внутри каждой из областей, ограниченных некото-

некоторой внутренней поверхностью; поэтому если

то должно иметь место равенство

fda
dV,е
dn

Но при наличии условий F9') С = — 1 не полюс функции

V= V, + V/, + VP+ ..., G3)

так как С = -—1 не полюс функции ;х.
Если С = 1 полюс функции G3), то это — полюс про-

простой, таким образом, радиус сходимости ряда

A—C)V=i V^ + O',,—V1)C+ (V8-V2)!?+... G4)

больше единицы. Поэтому, возможно вычислить значение V

при С = — 1, подставляя в ряд G4) число —1 вместо С.

Функция

есть решение внешней задачи Неймана.

К найденному решению можно добавить функцию а, об-

обращающуюся в нуль вне внешней границы (Ss ) и имеющую
постоянные значения в областях, ограниченных внутренними
поверхностями. В самом деле, мы можем добавить к jt реше-

решения однородного уравнения, что равносильно добавлению

функции а указанного вида к потенциалу V,
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§ 17. Фундаментальные функции полюса С = -—1

для случая (J)
Если имеют место условия F9)

Г /ds = 0, (/=1, 2 *),

то число С = — 1 не может быть полюсом функции (9)

Таким образом, функция

}». @) A
- С) = ?о + @1

- *„) t + (F! - Я) С" + ¦ • ¦

не допускает ни полюса ? = 1, ни полюса ? = —1, и радиус схо-

днмостн последнего ряда больше единицы. Имеем при некотором х

меньшем единицы:

— ?«-i!<t". если я>Я,

ш последнего неравенства вытекает неравенство

Рт-—Pnl-C<"". ccjih n5zN(m>и),

показывающее, что при выполнении условий F9) р„ стремится
к пределу.

Предположим теперь, что /—функция произвольная. Функ-
Функция ji @) может допускать полюсы С=1 и t = — 1, но эти по-

полюсы— простые; поэтому радиус сходимости ряда

A - С2) |х @) = Го + с5, + С» (Р2 - ро) + С3 (ра -й)+...+
+ Cn(F«-Pn-!)+--- G5)

также больше единицы. Итак, возможно найти такое число
-

мень-

меньшее единицы, что

|Ри —Ри-аЮ". еслип>ЛГ. G6)

Последнее неравенство показывает, что если тип оба чет-

четные или оба нечетные и если /и>«, то

I Ря» — Ря I ^ I Ри» — Ряг-2 I + I Рт-2 — Рот-4 I +

последовательности

'О- ?2. Р4 ?2й G7')

Ч. ?3> Ч'Ь > ?2» + 1. ¦¦• G7")

стремятся к пределам; обозначим эти пределы через А и В.

При выполнении условий F9) рп стремится к пределу; в этом

случае /\ = В.
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Имеем

"

(Я,)

Переходя к пределу, находим

А----}

cos (r,0N0)
F0')

(Ч) Г1« J
и получаем, далее, посредством почленного вычитания

А-В = ± f МA).-ВA,,_?Е G9)

j*p,,d3=— J p,,_irf(J =... = (—

Отсюда с.1ед>ст, что функция

4-=--И —В, (80)
если она не равна тождественно нулю, принадлежит к числу фунда-
фундаментальных функции полюса ~ = 1.

Но, интегрируя равенство F0') по (S^), мы получим, как

в §13:

откуда

/do;

(SCO)

последнее равенство показывает, что ij не равна нулю, если не

выполнено одно из } словий F9).
Введем^ функций /0), /W, ...,/№), определяемых условиями;

если да0 не находится на (S®): /^ = 0,

если /и0 лежит на (S^) /^ = -—^-.
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Образуем отвечающие им функции

А С), y4W AW; BW, В<?) ?(*)

и соответствующие фундаментальные функции:

il(i), ^B) <Mft)> (82)
полагая

№ ^А® — В{1\

Согласно (81), имеем-

J <Ь <г> rf« = 0, если X / /, Г ^№ dз --= 1, Г /i') da = -i
. (83)

Фундаментальные функции (82) линейно независимы. В самом

деле, на основании (83), мы заключаем, что тождество

С,^A) + Сг№ + ... + СКЬ(Ь) = о,

где Су Ср ..., C/t — некоторые постоянные, возможно лишь в том

случае, когда все С% равны нулю.
Нетрудно проверить, что фундаментальная функция, соответ-

соответствующая произвольной функции /, есть линейная функция от

функций (82); она равна сумме-

аA)фA) -f ¦yft'ityV) 4- . . .
~

в KOTopoii

В самом деле, если фундаментальная функция ty соответствует/,
то функция

//=/_яA)/A) —...— «№)/(*) (84)

соответствует функции

Ho f удовлетворяет условиям F9), таким образом, последняя

функция тождественно равна нулю.
Возможно убедиться, что по изложенному способу мы може.м

получить все решения однородного уравнения для ? = — 1. Если

^ — такое решение, то можно положить /= — &>.

Принимая во внимание, что

i (п
cos (г'О^о) а

<s,) r~w

имеем:
1

,
I

,
1

,

?о = -2"ф. Pi = —g" ^' ?2 =  "1т"
• •

•>

мы вновь приден этим способом к функции ф.
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' Из предыдущих соображений заключаем, что функция ф вполне

определяется значениями интегралов

Г d/do (/=1, 2, ...,*).

§ 18. Замечание о принадлежности решения
задачи Неймана к классу НA, А, X)

Как мы видели, каждое решение задачи Неймана пред-
представляется потенциалом простого слоя V\\i], плотность ja ко-

которого находится как решение интегрального уравнения

(85)

которое мы перепишем в виде

ПриС=1 V\\l] решает внутреннюю задачу: -ri=/-

При С = —1 V\\>-) решает внешнюю задачу.
—~ = —/.

Для определенности рассмотрим обыкновенный случай
области и исследуем принадлежность решения задачи Ней-

Неймана к классу НA, А, к) в зависимости от принадлежности

|поверхности к классу Лк(В,к) и функции/ к классу #(/, А, к)
на (S). В обыкновенном случае уравнение B) для С = — 1

имеет единственное решение при любой непрерывноЛ функ-
функции /@). В эгом случае резольвента ядра /С„A, 0) ограни-
ограничена в точке С— — 1 и поэтому имеем, обозначая через

Rn(l, 0) резольвенту

Л <С • max |
(S)

гак как очевидно, что max |?n| < С[ ¦ шах |/|. Итак, имеем,

обозначая через А какую-либо из верхних граней ]/1
\*\<СА. (87)\
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Если ?-_ 1, то уравнение (86) имеет решение лишь и rov

случае, когда / удовлетворяет условию

5
= 0. (88;

При выполнении условия (88) уравнение (86) имеет мно-

множество решений, отличающихся друг or друга слагаемыми

пида со, где р— функция Робэна. Среди этих решени i най-

найдется удовлетворяющее условию (88). Покажем, что так вы-

выбранное реп.ение уравнения (86) удовлетворяет неравенству
(87). Действительно, из теории интегральных уравнений сле-

следует, что резольвента ядра КпA, 0) и окрестности точки

1 ==> 1 имеет представление

^ mv m0),

где ВС-.; ms, т0) ограничена в окреаносги точки С=1-
Отсюда следует, что при выполнении условия (88)

у (С; Ж])==уй(С; т,) + С» | U(_^i + fi(?; от,

(«J (89)

iaK как вместе с / условию (88) удовле1воряе1 и ?№. От-
Отсюда находим, что [аA; /Kj) удовлетворяет неравенству (87)
для всех значений 1, достаточно близких к С= 1. Кроме
юго, интегрируя обе части уравнения (85) по (So), найдем:

и, следовательно, решение (89) для С=^1 удовлетворяв усло-
условию (88), если / удовлетворяет таковому. Решение ;л(С; от,),
являясь аналитической функцией параметра С в окрестности
ючки С— 1, удовле!воряет условию (88) и при С== 1. В по-

последующем будем одновременно исследовать случаи '=—1
и С = 1; в случае С — 1 под [д. понимается только что упо-

упомянутое решение и без оговорок предполагается, что / удо-

удовлетворяет условию (88).
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/ Так выбранное решение [д. уравнения (86) для ? = 1 по-

порождает то из решений внутренней задачи, которое удовле-

удовлетворяет условию

\'pVda.

Именно об этом решении внутренней задачи и будет ипи

речь.

Лемма. Если (S)?^+,(S, к), (fe>0), и f?H(l,A, к)
на (S), 0</<fe, то у?Я(/, сА, а') на (S).

Действительно, в силу (87) |а|<сЛ. Тогда в силу тео-

теоремы 2 § 21 (II) о правильной непрерывности нормальной
производной потенциала простого слоя с ограниченной плот-

плотностью имеем:

Так как /?#(/i А, к), то /?#@, А, к) и в силу урав-
уравнения (86), которому удовлетворяет функция jj., имеем:

, С2Л, а') на (S).

Предположим, что и^Я(/', сМ, л") на (S), гдеО<Г<;
</— 1, а"< а, и покажем, чго jj,? Я (/'-1-1, с'Л, а'). а'<//'.
Действительно, /' —}— 2 -^ /-^— 1 -^! fe —J— 1 и поэтому (S)?JIi'+2.
Тогда в силу теоремы 4 § 21 (Л) из и ?#(/', с"А, к") сле-

следует

и в силу уравнения (86), так как f?H{l'-\- 1, А, к), имеем:

+1, с'2А, X'). (90)

'1ак как уже показано, чго и.?#@, с2Л, л'), то из (90)
следует, что [а?#A, сА, к'), ...

, <i?I1(l, сА, к') и лемма

доказана.

Замечание. П>сть /20. ham при этом однородное урав-
уравнение имеет решение у. для которого | р I <Г Ио, то пчевпдио, имеем.

Из доказанной леммы и теоремы 4 § 19 (П) следует, чго

V\v.]€H(l+\, сА, к'), если /?Н(!,А,к), @ </<*).
Отсюда следует теорема:
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Теорема 1. Если (S)?JIk+1(B, л) и /?Я(/, А, к)
^O, О <;/<!&), то решение внутренней [внешней] за-

задачи Неймана ?#(/-}-1, сА, л') в (Dt) [в (De)].

Замечание. Пусть pj есть то из решений уравнения (86)
для /=0 и С — 1, для которого V[pi] = 1 па (S) и в (D,-). Пусть
max pi

— Aq, Тогда, как мы отмечали, pt ?//(&, сАо, У) и, следова-

следовательно, Vfpi] ?//(?-)-1, Cj, X'). Это замечание будет использовано

при исследовании решения внешней задачи Дирихле.

Из теоремы 1 следует аналогичная теорема для поверх-

поверхностей и функций / из класса CW).

Теорема 2. Если (S) ? CC**i) E), (ft > 1), и / ? CW (А)
(О <! / <! ft), mo решение внутренней [внешней] задачи Ней-

Неймана ?CW(c/i) s (Д-) [в (Ое)].
Де .ствительно, если />-1, то /?Я(/—1, сЛ, 1). Кроме

roro, (S)^iJIk(c1B, 1) и по теореме 1 решение задачи Ней-

Неймана ? Я(/, с.И, Л), (к < 1), и тем самым ? СО (с2Л). Если / = О,
г. е. / непрерывна, то и ;л непрерывна и удовлетворяет не-

неравенству (87). Тогда очевидны непрерывность решения задачи
Неймана и выполнение неравенства

V\<cA.
Этим теорема 2 доказана.

§ 19. О единственности решения задачи Неймана*

Мы будем рассматривать внутреннюю задачу в случаях
обычном и (J) и внешнюю задачу в случаях обычном и (Е).
В этих случаях решение ищется в односвязной области. Не

различая эги случаи, рассматриваемую область назовем (D).
Теорема 1. Гармоническая внутри (О) функция

равна постоянной (в случае внешней задачи — нулю), если

ее нормальная производная равна нулю.
Обозначим через Т (a, ft, h) тело вращения, ограниченное

1+а

поверхностью z — k (х- -\-у2)
2

, (k > 0, а > 0) и плоскостью

2 = h. Точку @, 0, 0) назовем вершиной тела, а часть гра-

границы, лежащую в плоскости z = h, — основанием.

* В этом параграфе дано изложение совместной работы М. В. Кел-

Келдыша и М. А. Лаврентьева (Доклады АН СССР, т. XVI, № 3,
1937 г.).
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Будем говорить, что односвязная область (?)) принадле-
принадлежит классу А, если всякой точке т границы области можно

привести в соответствие тело Т', конгруентное Т(х, k, К),
имеющее вершину вши лежащее в (D-f-S). Если числа

я, k, h не зависят от выбора точки т, то будем говорить,
что (D) принадлежит классу В.

Нетрудно убедиться, что области, ограниченные поверх-
поверхностями Ляпунова, принадлежат к классу В. Действительно,

выбрав точку т поверхности началом координат, а касатель-

касательную плоскость плоскостью ху, будем иметь для части поверх-
поверхности внутри сферы Ляпунова

Если выбрать k > b и а < л, то боковая поверхность тела

вращения вблизи вершины будет находиться в (?)). Остается
выбрать h так, чтобы тело Т(я, k, h) не выходило из сферы
Ляпунова с центром в точке т.

Так как числа Ь, к и радиус сферы Ляпунова не зависят

от положения точки т, то и числа k, a, h можно выбрать
независимо от т.

Теорема 1 является следствием следующей значительно

более общ?й теоремы, доказательство которой мы проведем.

Теорема 2. Пусть U функция, гармоническая внутри
(D), отлична от постоянной и пусть в точке т0 границы
области функция U имеет единственное предельное зна-
значение UOt равное нижней границе ее значений в (D),

Если в тело (D) можно вписать тело Y, конгруентное
Т(<у., k, h) с вершиной в т0, то

)
Па-* О ПО

где mv
— точка оси тела Т (а, k, h).

Доказательство. Обозначим через иг минимум функ-
функции U на основании тела Г (a, k, h). Очевидно, что Ux > Uo,
так как в случае Ux = Uo следовало бы, что минимальное

значение гармонической функции достигается внутри обла-

области (D).
Допустим, что существует гармоническая функция W

в Т (a, k, h) такая, что на основании тела

W<Ut, (92)

14 Зак. 749 II М Гюитер
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яа боковой поверхности тела

W^UQ, (93)
в вершине тела

удовлетворяющая неравенству

Нт *<»«.>-*0"о»>0. (94)

Тогда на основании принципа максимума для гармониче-
гармонических функций следовало бы, что

W<CU в T(a, k, h)

и, значит,

{/(/я,)—?А, W(m,)-W(mu)
_ ,щ

I'm
"^

По

Из (94) и (95) при г10 -* 0 следовало бы (91), и теорема 2

была бы доказана. Таким образом, остается доказать суще-
существование гармонической функции W, удовлетворяющей усло-
условиям (92), (93), (94) и равнол Uo в вершине тела.

Пусть 1 и k фиксированы. Позже зафиксируем и h.

Положим

W= f [r cos 0 ¦+- r1+? P1+?(cos 0I4- Щ,

где 1 и ,3—положительные постоянные; г = Ух1-\-у"*-\-z*;
О — угол между радиусом-вектором точки (х, у, г) и осью z;

Pi + p{f)—регулярное в точке ?=1 и равное 1 при t=\

решение уравнения Лежандра порядка 1 -\- JJ:

Очевидно, что W(т0) = Uo. Нетрудно убедиться, что W

гармоническая функция. Кроме того, на оси тела cosO = l

и получаем:

т. е. выполнено (94).
Покажем, что при надлежащем выборе f и pi будут выпол-

выполнены условия (92) и (93).
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Действительно, ряд для Р]4.р@ имеет вид:

Л

и, следовательно,

¦ 2 + 3?

ЗЭ+Э2 33 + ^Г4
— 33 —

2-12
'

2-2-* L 2-3-'
'

— 33 —р ¦ 4—33—р 10—За-^г
2

'

+ i

33 — ^ 3? — ва 1

2J ~Г ' • • j •"^ 2 • 3*
" "

2-4^
' " '

2 (w + 2J

Если |^| < 1, то ряд в квадратных скобках положителен

и ке превосходит едш-ицы, так как при w^-1

п /¦
w2 + Зт — ЗЭ — р __

т2 -+¦ 4т + 4
__

то + 4 + 3S + 8^
^ 1_

^
2 (т + 2)а

~~

2 (т + 2у 2 (от + 2J
^

2
'

Поэтому

р rm/
зз + :^ . C^ +

зз + р* /1 за + рл
"""~^

2 V2~~ 4 Г

Выбор Р подчиним двум условиям:

0<^<l и ?<*.

Из первого из них следует:

Исследуем теперь поведение функции

/•cosS-f

на боковой поверхности гела Т(а, fe, Л).
Имеем

1+в

г cos') = г =r= ft (д;2 +^2)
2 = ft (r sin Чу +» = fer1+»sin1+' О,

11
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и поэтому

г cos в 4- /-1+Pj°i+р (cos 6) = kr1** sin1*» Й + /•*+? Р, +р (cos 6) =

= /-1+Р lft/*-P sin1+'u -)- P1+S,(cos в)].

Если точка боковой поверхности приближается к вер-

вершине, го г—>0 и 0—>-к-» и поэтому квадрагкая скобка для

всех 0 из некоторого промежутка

остается отрицательрой. Выберем /г настолько малым, чтобы

на боковой поверхности тела Т(а, k, h) было 0 > 0о. Тогда
на боковой поверхности тела Т(<х, fe, К) при любом -\ > О
выполнено условие (93).

Так как f/0<{/j, то выбором достаточно малого *\ > О

можно добиться выполнения неравенства (92). Таким образом,
георема 2 доказала. Из нее следует, что если в каждой

точке границы области (D) существует нормальная производ-
производная функции гармонической внутри (D) и отлич! ой от постоян-

постоянной, то найдется такая точка границы, где эта производная
отлична от нуля. Этим доказана теорема 1.



ГЛАВА IV

ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ

§ 1. Постановка задачи Дирихле

Задача А. Найти функцию V, гармоническую вну-
внутри (D^) и удовлетворяющую условию

Vt=fm(S), A)

где /— заданная функция, непрерывная и определенная на

границе.
Так формулируется внутренняя задача Дирихле.
Найти функцию V, гармоническую внутри (De) и удо-

удовлетворяющую условию

Ve = fv&(S), B)

где /—заданная функция, непрерывная и определенная ia

границе.
i Такова внешняя задача Дирихле.

Мы будем предполагать, что для области (D{) имеет место
'"

обыкновенный случай, случай (J) или случай (Е) и что она

'< ограничена поверхностями, удовлетворяющими условиям Ля-
. нунова,

В случае (J) внешняя залача эквивалентна внешней задаче,

, относящейся к обьпп овенюму случаю, и нескольким внутрен-
внутренним задачам того же случая. В случае (Е) внутренняя задача

Дирихле эквивалентна нескольким внутренним задачам, соог-
•

ветствующим обыкновенному случаю.

Негрудю установить, что поставленная задача Дирихле
ке можег иметь более одного решения. Действительно, если

предположить, что существуют две функции U и V, гармо-
гармонические внутри (О{) и при1 иуающие на E) равные значения,

то их разность U— V является гармонической внутри D)
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и обращается в нуль Fa (S). Как мы видели в § 8 (I), функ-
функция гармоническая внутри (D{) достигает своих максимуva

и мияимума лишь ка границе области. Поэтому максимум и

минимум разности U—V равгы нулю и, следовательро,
U—VseO в (D{), т. е. U==V в (D{), и таким образом
единственноегь внутренней задачи Дирихле установлена.

Пусть функция V определен в (De). Через V(R) обо-

обозначим максимум модуля функции V ка сфере ратиуса R
с центром в некоторой фиксирован ой точке ripocrpai сгва.

Будем говорить, что V обращается в нуль га бескоь емкости,

если V(R)—*0 при R—юэ.

Если две функции U и V имеют внутри (Ое) гепрерыв-
ные производные второго порядка, удовлетворяют в каждой

внутренней точке уравреиию Лапласа, обращаю гсч в гуль ia

бескогечюсти и имеют равт ые згачения на (S), то из того же

принципа максимума, очевидно, следует, что U и V совпа-

совпадают в (De). Как будет видно из последующего, решение
внешней задачи Дирихле всегда существует и предегавляетсч

либо од! им поте! циалом двойюго слоя, либо суммой потен-

потенциалов двойюго и простого слоев. Но эти потенциалы обла-

обладают тем свойством, что произведения их ьа первую crenelь,

а произведения их первых производь ых i а вторую степе! ь R
остаются ограниченными, если R —>• со.

Поэтому всякая функция v, удовлетворяющая ypaupet ию

Лапласа в каждой внутренней точке (De) и обращающаяся
в нуль ia бесконечности, обладает тем свойством, что произ-

произведения -.

*¦ «'?¦ *%¦ *$
остаются ограниченными при R—> со.

В самом деле, пусть (De) есть часть области (De), лежа-

лежащая в^е сферы ?й i ас только большого радиуса R, что Хя

содержит внутри всю границу области (De). Пусть U есть

решение внеш.1 ей залачи Дирихле для (De), принимающее
i a (S) 31 ачеь ие v. Тогда v и U совпадают в (О«) и, следо-

следовательно, в (De) v есть сумма потенциалов простого и двой-

двойюго слоев, распростране! пых ia E). Этим доказано каше

утверждеьие о поведении г» и ее первых производных при
R-?oo. Этим доказаю утверждение, высказаш-ое в под-

строчюм примечание ьа*"стр. 39.
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§ 2. Замена задачи А другой задачей

Вместо задачи А мы будем рассматривать следующую
задачу:

Задача В. Найти потенциал двойного слоя, распро~

стременного по (S), удовлетворяющий условию A) для
внутренней задачи и условию B)— для внешней задачи.

Мы увидим, чго задачи А и В — не равносильны: в неко-

некоторых случаях задача В даже не имеет решения. Однако
исследование задачи В приведет нас к полному решению

задачи А.

Заменим теперь задачу В более общей задачей С.
Задача С. Найти потенциал двойного слоя W, удо-

удовлетворяющий уравнению

Wi—We = 2(W+2f на (S). (С)

Черта над буквой указывает всегда, что значение соот-

соответствующей функции взято для точки, лежащей на E).
W—функция С; нетрудно видеть, что значение W при

С=1 есть решение внешней задачи В, а ее значение при

С = —1 есть решение внутренней задали В.

В самом деле, обращаясь к формулам § 3 (II), имеем:

И", — W, = 4я X плотность W, Wi-\-Wb=*2W. C)

С помощью этих формул находим из уравнения (С) при
г
= 1 *

We = —f.

При С — — 1 получаем из того же уравнения

Наше утверждение доказано.

Обозначим плотность потенциала W через ^-8 или, что

то же, положим:

Из первого равенства C) имеем;

« о 2к
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Подставляя в (С), находим, после некоторых упрощений:

40) =4 E)
(S.)

Таким образом, задача нами сведена к исследованию ин-

интегрального уравнения E).

§ 3. Формальное решение задачи С

Будем искать решение задачи С в виде ряда, полагая

1> = 0о + 0,С+ «/.*+... F)

Подставляя F) в E) и сравнивая коэффициенты при оди-

одинаковых степенях С, получаем:

cos (rjoAf[)

rio

'10

G)

Предполагая, что ряд F) сходится равномерно на (S) для

некоторых значений С, находим, подставляя его в правую
часть D):

W= W -4- W'.? -\- W.??~\- ... -j- W ty-i -J-... (8)
Здесь

(9)

'10

<s.)
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Возможно преобразовать равенства (9) к другому виду,
позволяющему последовательно вычислять, не пользуясь функ-
функциями G), потенциалы Wk.

Подставляя (8) в уравнение (О, получаем:

Из этих равенств находим, при помощи первой из фор-
формул C):

of— 4-"«W
'
—

~2тГ '

Наконец, отсюда имеем:

_ л- »n-i@)

A0)

Формулы A0) показывают, что равенства (9) могут быть

заменены следующими:

w — 1
2~2

cos

(90

=11'^ cos (Л

чти последние, очевидно, обладают указанными выше свой-

свойствами. Потенциалы (9') называются потенциалами Неймана.

Отсюда видно, что решение задачи В сводится к иссле-

исследованию вопроса: сходится ли ряд (8) при I = 1 и при
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§ 4. Фактическое решение задачи С

Ядро уравнения E) равно

?> 0)
1 cos_

При решении задачи Неймана мы изучали уравнение

!А<°> = -й f:4D-%A) л,+/@) A2

с ядром

/СA, 0) и /<A, 0) — сопряженные ядра; и самом деле,

переставляя в A3) указатели A) и @), находим:

1 ) — — I COS (rOiN,)
^ 2. COS (ripNi)

__ ^/ 1 Q4
2r. 4, 2j: r;[0

Отсюда вытекает, что любое итерированное ядро Kn(U 0)
можег быть получено посредством перестановки указателей

A) и @) из отвечающего ему ядра Л"„@, 1).
Так, например,

/СA, 0)-- (/СA, 2)АГB,
ts_.)

(S.) (S,)

X^B = ^@, 1)
и т. д.

Обращаясь к теореме § 4 (III), мы виаим, что для л,

удовлетворяющего неравенству

2 — и/. < 0,

ядро ЛГ„A, Qj = Kn(O, 1) ограничено.

Вследствие этого, написав уравнение E) в виде

4-/@), E0



*! 4] ФАКТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ С 219

мы можем свести определение 8@) к отысканию решений
уравнения

J4 0), A4)

н котором Сп@) равно сумме п первых членов ряда F);
аналогично этому, в § 5 (III) решение уравнения A2) было

сведено к решению уравнения

;х @) = С"

У сопряженных уравнений A4) и A4') имеется введенная

is § 5 (III) общая резольвента

и указанном параграфе мы получили:

*^*,-^. (.6)

В рассматриваемом теперь случае находим:

Полученное решение приводит к решению задачи В лишь

is том случае, когда мероморфная функция A7) не допускает
полюсов

*
= 1 и

' = — 1. Определим же, при каких усло-
условиях функция A7) обладает этим свойством.

В предыдущей главе, исследуя функцию A6), мы пока-

показали:

(а) чго функция A6) не допускает комплексных полюсов;

ф) что у нее нет полюсов между — 1 и ~\- 1;
(f) и что в том случае, когда *= 1 и

'
= — 1 ее по-

полюсы, эти полюсы — простые.
Наше исследование сильно бы упростилось, если можно

было показать, что функция A7) также обладает этими свой-

свойствами. Мы это установим, если сможем утверждать:

(я) что дробь A5) не допускает комплексных полюсок,

модули которых меньше единицы;
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(Р) чго дробь A5) не допускает других полюсов с моду-
модулем, равным единице, кроме С= 1 и С = — 1;

(f) что числа С = 1 и С = — 1 могут быть только про-
сты\'и полюсами дроби A5).

В самом деле, для исследования данной задачи не пред-
представляют никакого интереса полюсы дроби A7), модули ко-

которых больше единицы.
3!аметатель дроби A7) получается сокращением 31 аме^а-

теля дроби A5); поэтому, если предложения (s<)(j3)("f) имеют

место для дроби A5), то они остаются верными и для дроби A7).

Замечание. Возможно было бы установить все эти свойства
и даже более общие свойства дроби A7) при помощи метода § 7 A11),
однако в этом случае пришлась бы пользоваться нормальными про-
производными потепциалов двойного слоя. Существование этих произ-

производных возможно лишь при наличии некоторых дополнительных
условий; поэтому нам пришлось бы предварительно выяспить, удо-
удовлетворяются ли для потенциала W эти условия.

§ 5. Некоторые замечания об ядре Кп(\, 0)

В дальнейшем, при изучении ядра КпA, 0) мы будем все

время предполагать, что число п — нечетное. Мы сделаем три
замечания:

1°. Если точка т1 лежит на (S), то во всех случаях

[обыкновенном случае, случаях (J) и (Е)[

= 1. A8)

В самом деле,

f Kn(l, 0)do= J ( j>n , A, 2)КB, 0)Л,j d-z =

= { Кп ,A, 2)f f ДГB, 0)da)da».

Но

(¦ч> С)

cos
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Отсюда следует, что для точки mv лежащей на (S),

(Я) (SJ (s')

и что

Kn(\, 0)<fe =

2°. В случае (Е) для гочки mv расположенной на (S),
имеем:

Г Кп{\, 0)da==l, если /и5 лежит на E(П); 1

Г m (I9)
/С„A, 0)^3 = 0, если т1 не лежит на E '). |

isCi) J
В самом деле, в этом случае

J /СB,

= f /Cn_,(l,2)A.2>

так как потенциал двойного слоя

КB, 0)rfo B0)

равен нулю, если точка т.2 не находится на (S(?)), и равен

единице, если тй лежит на E()).
Отсюда следует, что

J Kn{\,

Последний интеграл равен нулю, если т1 не находится

на E0)); в гкхншшом случае он равгн единице.
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3°. В случае (J) имеем для точки /»,, лежащей на E):

Г /С„A, O)fifu = (—1)п, если /и, лежит на E(');

I /f,,(l, 0)rfa:^0, если /я, не лежит на

[(S(?J)— внутренняя граница].
В самом деле, в этом случае

J /C,,(l, 0)rfa= fj Кп ,A, 2)( J /CB,

= (-1) J /С„_,A,

так как здесь потенциал B0) равен нулю, когда /и2 не лежит

на E('J), и равен
— 1, если те2 находится на E(') и нормаль

направлена внутрь E*'),
Отсюда следует, что

J Kn(\, 0)<fe = (-l) J

f
Последний интеграл равняется нулю, если /н, не находится

на E('); для точки, лежащей на E(г>), его значение равно
— 1.

§ 6. Доказательство предложений § 4

В § 3 (III), решая уравнение A2), мы получили ряд:

в котором

Ро(О) =

L fD
2- IP/i-i

B2)



^ 6] ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ПРЕДЛОЖЕНИЙ § 4 223

Пользуясь свойствами итерированных ядер, мы можем

написать последнее равенство B2) в виде:

Р»@)= j Kn(\, 0)/(l)rfcr B2')
(S.)

Мы установили в предыдущей главе несколько теорем
относительно рп, которые нам пригодятся в последующем
изложении. В частности, мы доказали, что в обыкновенном

случае и в случае (Е) р„ стремится к пределу; предел этот

равен нулю, если

j f(O)d.3—O для обыкновенного случая

и если

J = O (/=1, 2, ..., k) для случая (Е).

В случае (J), р2к стремится к пределу А; р2^_, имеет

пределом число В, вообще говоря, не равное А. А-\-В равно

нулю, если

А — В равняется нулю, если

= 0 (/==1, 2,..., k).

р„ — во всех случаях ограничено.

Переходим к доказательству теорем, касающихся резоль-

резольвенты A5)
g(C, 1.0)
0@

"

Резольвента F(C, 1, 0) уравнения

e@) = C JLA, 0)9A)^,4-/@)

удовлетворяет уравнению

l, 0);
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01 сюда видим, что функция A5) удовлетворяет уравнени

С, 1, 0) = Cn f КпB, 0H(С, 1, 2)<fca-j- ®(С)/С„A, 0); B;

будем предполагать, что дробь A5) несократима. Пусть Со-
полюс этой дроби; в таком случае

(Со,

Итерируя, получаем:

С I 2)rfo. B4

K»C,

= Со" /^(Со, 1, 3)( /Л'„C, 2)АГ„B, 0)Л(
(S.)

Продолжая эти операции, находим:

®(С0, 1, О) = СГ JKns{% 0H(Со, 1, 2)das. B4',

Полагая в B2)

и принимая во внимание B2')» получаем:

о, 1, 2) do,;

зго равенство дает нам возможность привести B4') к сле-

следующему виду:

0(СО, 1, О)-СГр„ДО). B5)

Предполагая, что

[

находим из B5), при безграничном возрастании s, переходя

к пределу
®>гп 1, 0) - 0, B6)
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¦по противоречит сделанному выше предположению о несо-

несократимости дроби A5).
Если ^0 не вещественное, а комплексное число с модулем,

равным единице, то всегда возможно найги такое нечетное

число п, чтобы С™ не было равно 1. В таком случае, при

безграничном возрастании s, правая часть B5) не может стре-

стремиться к пределу, отличному от н /ля. В обыкновенном слу-

случае, случае (Е) и случае (J), при нечетном s, pns@) стремится

к пределу, а Г~Ц' предела не имеет. Если предел pns@) нуль,
то имеет место равенство B6), чго приводит к противоречию.

Полагая, для обыкновенного случая или случая (Е), у,= —1,

получаем:
#(-1, 1, 0) = (-1)'рп,@). B50

В этом случае существует предел p,ig@) при безгранич-
безграничном возрастании s, и, следовательно, предел этот должен

равняться нулю; мы вновь приходим к невозможному равенству

®(—1, 1, 0) = 0.

Предположения ^=1 и для случая (J) Со =
— 1 не при-

приводят к нелепости.

Покажем теперь, что полюса С = 1 и С = — 1 не могут
быть кратными.

Дифференцируя равенство B3) по С, получаем:

0'(С, 1, 0) = «:»-' {КаB,

-Н» J>nB, 0)®'(С 1. 2)d?,-\-@'C)Kn(l, 0). B7)

Предполагая, что С = 1 —кратный полюс, имеем Q;' (^1)=^0;
из равенства [27) находим:

'A. 1, 0) = и j КпB, 0HA, 1,

. B8)
СУ

Предположим, что нами рассматривается обыкновенный

случай или случай (J). Интегрируя B8) по всей границе (S),

15 Зак. 749. Н М Гюнтер
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получаем:

'A, U 0)rfa=« J7 |Л^B, 0)
(S) S)

J
(S)

откуга, пользуясь замечаниями предыдущего параграфа, не

ходим:

f &(h I, 0)rfo = i» J©A, 1, 2)(|/С„B,
it-') (Я) (,«)

(S t

— я

Последнее равенство показывает, qio

Если мы теперь положим в B2)

то найдем, на основании C0), для обыкновенного случая, чт

Нтоп, = 0. Равенство B5), в рассматриваемом случае, наш

шется:

®A, 1, 0) = Pn,@);
отсюда находим:

®A, 1, 0) = 0,

что нас приводит к противоречию.

В случае (J) имеем:

где
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отсюда вытекает, что

l,0) = B, 2Sf(l, 1, 0) = 0,

1, 1, 0) = 0;

мы вновь пришли к невозможному результату.
Предположим теперь, что мы рассматриваем случай (Е).

Проинтегрируем равенство B8) по поверхностям E№),
/== 1, 2, ..., k. Равенство B9) здесь заменяется следующими

равенствами:

JVnB, 0) do) <*!,,
(С,)

J ^A, I,2)rfa2+ | ®'(L l,2)daa B9')

4
Г/=1, 2,..., k).

|В самом деле: интегралы от ядра /Сте отличны от нуля лишь

для точек ш2, лежащих на (S('))]. Итак, имеют место ра-

ненства:

|^A,1,0)^ = 0, A=1, 2, ..., к); C0')

но эти равенства показывают, что если

Р0 =/=^A, 1, 0),
то

Hmpns = 0, ^A,1,0) = 0,

1. е. мы вновь получили противоречивый результат. Таким

образом, предположение о кратности полюса С=1 приводит
но всех случаях к противоречию: точка С=1 может быть

только простым полюсом.

Предположим теперь, что нами рассматривается случай (J)
и что С=1 кратный полюс.

15*
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Принимая во внимание нечетность п, находим из B7) сле-

следующее равенство, соответствующее здесь B8):

®'(—1. 1. °) = и /*пB, 0H4—1, 1, 2)<*за —

— f /С„B, 0)^'(- 1, 1, 2)rfa2. B8')

Интегрируя его по внутренним границам (S^>) I = 1, 2,. .
.,
k

и вспоминая, что интеграл or функции КпB, 0) равен нулю
для всех точек те2, не лежащих на E^)), и что он равен

(—\)п = —1 для точек, расположенных на (SW), получаем:

= — п | 04—1, 1,

-f | S7(—1, 1, 2)rfa2, (/=1, 2, ..., A); B9")

D°)
отсюда

J 0(—1, 1, 2)rfos=0, (/=1, 2, ..., A). C0";

D")

При наличии равенств C0") имеем:

P»2< = '4. limPn.2frl ^ B> Л —B= 0,

если Po==0(—1, 1, 0).
Но равенство B5) здесь имеет нид-

сопоставляя его с написанными выше выражениями предело!
А, В, получаем:

0(—1, 1, 0)=Д, &{—\, 1, 0) = — В,

20(—1, 1, 0) = 0, 0(—1, 1, 0) = 0,

т. е. приходим к невозможному результату. Итак, ',— — 1 ecu

простой полюс.



*j 7] ДВЕ ЛЕММЫ К УРАВНЕНИЮ С ЯДРОМ Кп A, 0) 229

§ 7. Две леммы, относящиеся к уравнению
с ядром АГ„A, 0)

Лемма 1. При наличии обыкновенного случая или

случая (J), уравнение

C1)

имеет решение, если

f C2)
с-;)

Уравнению

f C3)

удовлетворяет функция

(Я,)

гак как функция A5) — резольвента уравнения C3).
Мы будем предполагать, что дробь во второй часги C4)

несократима. Для доказательства леммы достаточно показать,
что С = 1 не полюс дроби C4).

Интегрируя по E) тождество

C3')

и пользуясь условием C2), находим.

J #в(-» 0)da = r» Ц С 7^,A, 0)®3(С,
(S) (S) (S)

= С» /®аС l)( f/fw(l,

(S.)
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откуда

(Я
и при С** =И= 1

|^3 (С
(S)

Но последний интеграл
— целая функция ч, поэтому по-

последнее равенство сохраняет силу и при С= 1.

Таким образом,

= 0. C5)
(S)

Положим теперь в B2)

Po=/=#s(i. 0).
Из равенства

0SA, 0)=

имеющего место, когда С = 1 полюс дроби C4), выводим,

как в предыдущем параграфе:

03 A, 0) = р„ = р„8; C6)

принимая во внимание условие C5), заключаем, что

#8A, 0) = 0.

Последнее равенство невозможно, если дробь C4) ресо-

кратима. Итак, С— 1 не может быть полюсом дроби C4).

Лемма 1 bis. Уравнение C1) для случая (Е) допускает
решение при выполнении k условий

\ F@)d<j = Q, (/=1, 2, ..., *). C2')

Интегрируя по E(г)) тождество C3'), получаем:

J 08(С, O)rfa = C» J 03(С, 1)Л,, (/= 1, 2, . . ., k),
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так как входящий здесь в вычисления ингеграт от функции
Кп{\, 0) не равен нулю лишь для точек т1, лежащих на (S'').

Отсюда выводил, что

J 0У(С 0)do = 0, еслиС»?=1, (/=1, 2, .... ft),

И 410

/ = Q, A=1, 2, ..., /г).

Но при наличии эгих k условий мы заключаем, полагая

?=1 полюсом C4):

^зС1. 0) = limpns = 0, если Ро
= ^уA, 0),

что невозможно.

'Лемма 2. Уравнение

Р@)=- f Kn(l, 0)P(l)da, + F@) C1')

допускает решение для случая (J), ?слн

J F@)do = 0, (/=1, 2, .... ft). C2')

Мы докажем, чго при выполнении условий C2') число

С = — 1 не может быть полюсом функции C4).
Интегрируя по (S(') тождество C3'), получаем:

f 0а(?, O)rfa = C» J®3C, 1)( f /fn(l,
(Я,)

иитегрял в скобках равен нулю, если т^ не лежит на (S'^);
для точек ти находящихся на E(г), он равен (—1)™ = — 1.

Из равенства

f
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заключаем, что

з = 0, если !>= — 1, (/=1, 2, ..., k); C5')
(SO)

принимая во внимание, что этот интеграл — целая функция,
находим:

/ = 0, (/=1, 2, ..., /г).

Если Я = — 1 полюс дроби C4), то

9>л(—1, 0) = (—1)»

Полагая в B2)
Ро = / = 0Л(

получаем:
®3 (—1, 0) =

Таким образом,

1

= — В;

имея в виду, чго, на основании условий C5'), А — 5 = 0,
находим:

0Л(—1, 0) = 0,
что невозможно.

Пришмая во внимание, что С^=— 1 не пол'ос дроби C4),
мы можем найти Р@), заменяя в формуле C4) С на —1.

§ 8, Две леммы о пстенциале двойного слоя

Лемма J. Если функция точек W@), определенная
на E), удовлетворяет уравнению

«jF \ ^^LW{l)d,v C7)

то ^@) = const на (^); в случаях обыкновенном и (J),
имеет одно и та же значение на всех границах]
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в случае (Е), №@) имеет различные значения С'х1) на каж-

каждой границе (S'1).
Написав уравнение C7) в виде

= JV(O,

и применяя способ итерации, мы получаем:

W{0)= f К@, 1) W41)d3l= jX(O,
(S; (s,)

JX C70J
(S,)

Рассмотрим, прежде всего, случай (J) и обыкновенный

случай. Возьмем на E) две какие-нибудь точки от2 и тя;

Рис. 26.

при этом тп не должно обязятельно быть расположено на

той же границе, что /к9 (рис. 26).
Положим

= Ka&, 0)-Кп<2, 0).

Согласно замечаниям § 5,

[ F@)ds = J ЛГНC, 0)^5 — (* ЛГПB, 0)rfa = i — 1 = 0;
(S)
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таким образом, 'на основании леммы 1 предыдущего пара-

параграфа, уравнение

Р@) = JXA> 0)РA)^ + ^C, 0)-КпB, 0) C8)
т

имеет решение в обыкновенном случае и в случае (J).
Записав C7') в виде

= JKn(\,
(S)

умножим №, A) на ЯA) и проинтегрируем произведение
по E); пользуясь C8), получим:

jW(l)P(l)dc1= j P(l)[JKn
(S,> (Я,) (S)

(S) (S,)

= JiT@){P@)-/fnCf
(S)

= J W@) P(Q)dz— J /fnC, O)V^(O)rfa+ J
(S) (S) (S)(S)

отсюда

и что

следует,

(S)

(S)

что

;з, o)W(O)dc =
(Я)

Щ2), C9)

г. е. чго значение W@) в произвольной точке т.А равно зна-

значению \^'@) в т.2 или что

W@) = С

Заметим, что блягодаря свойствам интеграла Гаусса кон-

константа действительно яшяется решением C7).
Изучим теперь случай (Е). Возьмем на одной и той же

поверхности E(i)) точки т? и т.л (рис. 27) и образуем
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функцию

235

, 0)~KnB, 0).
Имеем для каждой из границ (БЩ:

- j*/fnB,
(SG),

J
(и

j

так как оба интеграла равны нулю, если 1Фг, и оба равны

единице, когда / — L

Рис. 27.

Итак, уравнение C8) имеет решение, и мы констатируем,
что и здесь справедлипо равенстно C9); таким образом, на

На основании свойств интеграла Гаусса, при наличии ра-
равенства

W@) — CW на (SA)) A=1, 2, ..., k),

имеем для точки mv лежащей на E№):

1
1-.Ч

(S,)
г10

cos

так как в последней сумме один лишь интеграл, взятый

по E(*)), отличен от нуля и равен единице. Таким образом,
мы действительно нашли решение уравнения C7) для слу-
случая (Е).
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Лемма 2. В случае (J), функция W@), удовлетворяю-
удовлетворяющая уравнению

— ~ D0)

имеет постоянное значение на каждой границе; она равна

нулю на внешней границе E№), и ее значение может

изменяться при переходе от одной внутренней границы
к другой.

Представляя уравнение D0) в виде

и применяя к нему процесс итерации, получаем:

D0')n@,
(S,)

Рис. 28.

Пусть /и2 и /к3 (рис. 28) — две точки внутренней гра-
границы (SW); рассмотрим функцию

/CnC, 0)-^nB, 0).

Для каждой из внутренних границ E@) имеем:

(/=1, 2, ..., й),
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гак как интегралы во второй части последнего равенства оба

равны нулю, если 1ф1, и оба равны (—1)«, если 1=1.

Отсюда следует, что уравнение

P(O) = -JXA> O)P(l)*j,H-/CnC, 0)-KnB, 0) D1)

имеет решение при нечетном п. Представляя D0') в виде

W = - f KJl, Q)~W@)(b,

yvIнoжaя его на РA), интегрируя полученное произведение
по всей границе (S) и принимая во внимание уравнение D1),
получаем:

(Ч) (О (S,)

--¦J W(O)P(O)<fe —J^o, 0)
С)

откуда вытекает, чго

и что

Итак, u/@) имеет постоянное значение

J>nC, 0)\f@)da= f/СиB,

на границе

Это нам дает для некоторой точки т0, лежащей на

1 cos

i=k



238 задача дирихле [гл. п

Но уравнение

допускает на E(э)) для обыкновенного случая единственное

решение:

ТГ(О) = О;

? = —1 не может в обыкновенном случае быть характери-
характеристическим числом.

Обратно, если W'{Q) равен CW на границе EW), /=1,
2, ..., k, и — нулю на E(°)), то нетрудно показать, что

W@) есть решение уравнения D0). В самом деле, мы имеем

для точки т0, находящейся на E(«)):

cos1_
2к ,

так как для этой точки один только взятый по EW) инте-

интеграл отличен ог нуля: этот интеграл равен—2т., когда нор-
нормаль к EW) направлена внутрь ^

§ 9. Следствия из лемм § 8

Благодаря этим леммам мы нашли все фундаментальные
функции уравнения E), соответствующие числам С=—1 и

С=1.
6 обыкновенном случае и в случае (J) существует только

одна независимая фундаментальная функция, отвечающая по-

полюсу С=1; наиболее общая фундаментальная функция
равна С.

В случае (Е) имеется k линелно независимых функций,
соответствующих числу С=1; можно предположить, что они

подчинены следующим условиям:

на EW), c?w=° »a

1=1, 2, ..., ft).

В случае (J) числу С = — 1 соответствуют k фундамен-
фундаментальных функции, которые можно выбрать так, чтобы имели
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место условия:

в@=а«) на ED>), о(»=0 на E«))
{W, Ь-1> 2| ..., /г).

Этим объясняются результаты, полученные в предыдущей
1лаве. Мы знаем, что иитефальное уравнение A2)

(Я.) '10

в котором С — характеристическое число, имеет решение лишь

при наличии условия

здесь в @) — соответствующее числу С общее решение одно-

однородного уравнения, сопряженного с A2).
Отсюда следует, что для обыкновенного случая и слу-

случая (J), при С=1, должно выполняться условие

j)Cdv = Q или J
(«) (S)

и случае же (Е) должно выполняться условие

или

J/(O)da = O, (/=1, 2, ..., ft);

(SO)
наконец в случае (J) должно быть выполнено условие того же

нида при С = —1.

§ 10. Решение внутренней задачи Дирихле для случая (Е)
и для обыкновенного случая

Соображения § 6 показывают, что мы можем найти реше-
решение внутренней задачи Дирихле для случая (Е) и для обык-

обыкновенного случая. Число С = —-1 не полюс функции &@) и,

следовательно, не полюс рлда (8)
W = W1 + СW2 -j-
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в котором

и/- _ ± f cosJ^ioAM ,

1~2г. >
г±

ао1'

(S\>
10

Радиус сходимости ряда E) может равняться единице

так как число С=1 может быть полюсом функции >)@)
если это число полюс, то полюс простой. Радиус сходимост

ряда

больше единицы. Подставляя — 1 вместо С, мы получи?

функцию

W= i [U/3 -(Г9 - U^,)-f-(^s- Г2) - . .. |,

которая, согласно замечаниям § 2, удовлетворяет условию

WL=f на E).

§ 11. Исследование полюса ? = 1 для случая (Е)
и для сбыкновенного случая

Мы здесь будем говорить исключительно о случае (Е^
так как обыкновенный сличай может рассматриваться ка

частный — тот, когда k = 1. В § 4 мы нашли, что функци
A7)

есть решение уравнения E)

,)@)
: \}

Определим теперь, при каких условиях число ? =1 н

может быть полюсом этой функции.
Уравнение A2)
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сопряженное с уравнением E), допускает С = 1 в качестве

характеристического числа. Таким образом, уравнение E)
может лишь в том случае иметь решение при С=1, когда

(S)

Здесь <о@)— одна из фундаментальных функций уравнения

A2), соответствующих числу С=1.
В § 14 (Ш) мы нашли все фундаментальные функции

уравнения A2), отвечающие числу С=1; число линейно неза-

независимых функций этого рода равно к. Если обозначить одну

из них через р<х ,
то для нее можно записать следующие

условия:

В обыкновенном случае суи;ествует единственная фунда-
фундаментальная функция, обозначенная нами буквой р.

Таким образом, k раиенств

(/=-1, 2, .... ft) D2)

представляют собой необходимые и достаточные условия суще-
существования решения уравнения E) при С—1.

Возможно убедиться непосредственно, не пользуясь цити-

цитированными выше теоремами из теории интегральных уравнений,
что функция A7) не имеет — при наличии условий D2)—•
полюса С = 1.

Подставляя A7) в уравнение E), имеем:

• D3)

Допустим, что условия D2) выполняются; умножая обе

части D3) на р(Х) и интегрируя полученное произведение по

16 Зак. 749. Н. М. Гюнтер
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всей границе E), находим:

(S) (S.)

1

X

= к I p(X) (°) ( I' ss №•!)cos У° doi)<*3 f^2 (Q X
"-- ¦*¦ rio •*

С ( Г
f2f,, 1)( I

S.) (S)
j J

(S) (S.) (S)

(S.) (S) 10

(S)

отсюда следует, что

A — Q J »a (С, 0) {,W da = 0.

(«)

Таким образом, при ?=?l

имея в виду, что интеграл в левой части последнего равен
ства — целая функция С, заключаем, что это равенство имее

место и при С=1, т. е. что

•,*)¦ D4
(S)

Пусть ^=1 — полюс функции A7); заменяя в D3) ? на 1

получаем:

о,. D5

Принимая во внимание лемму 1 § 8, выводим из равен
ства D5), что

02A, 0) = <М (/=1,2, ..., k)
на поверхности
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Подставляя это значение ^3A, 0) в D4), имеем:

=

2 C{J) / P'X) @) do = C0) = 0,
г=1

(s@)

(X=l,2, ...,*),

Отсюда вытекает, что <^2(l,0) тождественно равна нулю
и что дробь A7), в противоречии со сделанным предполо-

предположением, сократима; нам приходится придти к заключению, что

С=1 не может быть полюсом функции A7).
При наличии условий D2) мы можем получить теперь

решение внешней задачи Дирихле. В этом случае функция W
не допускает полюса г,= 1, радиус ряда (8) больше единицы;

функция

W^W,-\-W2-\- ... D6)

есть решение задачи Дирихле; она такова, что

Однако условия D2) не имеют никакой непосредственной
связи с задачей А.

§ 12. Истолкование условий D2)

Мы решили внешнюю задачу Дирихле, подчинив значения

функции на границе совершенно чуждым этой задаче усло-
условиям. В данном параграфе мы покажем, что условия D4)
необходимы для разрешимости задачи (Ве).

Теорема. Для всякого потенциала двойного слоя

и для любой фундаментальной функции р№ имеем:

J Wep<x) da = 0.

(S)

16*-
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Предполагая теорему доказанной, видим, что решение

задачи (Ве) оказывается невозможным, если не выполнены

условия D2).
Для доказательства теоремы заметим, прежде всего, что

(ft)
fw (ft)

Г]0

откуда тотчас же выводим:

(ft)
ri°

-2* (\@)p'»rf3= f (*(!)( f pM «"*?»
(S) (ft) (S)

ri°

-2u f [. @) pW rfa = f [. A) (- f p(M L^lM da)
(S) (ft) (S)

rw

— 2u f (i @) PW do =2t: f (i A) p'4 A) do, —

что и требовалось доказать.

§ 13. Решгкие внешней задачи для случая (Е)

Воспользуемся результатами § 11; пусть a — функция
точек на E), постоянная па каждой из границ (S№):

a = afl) на (Sty;

пусть константы a№ так подобраны, что функция /—а удо-
удовлетворяет условиям D2).

Имеем:

Г(/_а)р(Х),ь= J/pto da — 2 *(/) J pX)rf3 =

(S) (Я) г = 1
(.4@)

= J /рМ rfo — а«г);
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поэтому достаточно положить:

аО= J7p<»da, (/=1,2, ...,*). D7)

Пусть w—решение задачи (Ве), соответствующее функ-
функции /—а; согласно § 12, имеем:

10) —' w) 1 id) I 1о)л —1—
.

•

101 — СИ Т\ D8^W
1 | 2 I О I 7 в J ' ^ /

здесь

, , .ч COS(

— cos

D9)

Первое равенство D9) дает нам для точек внутри (Д.):

;s.) 10

для точек же на E):

— 1 Г , cos (/-ю^) , V ^ (' cos (rinN,\. ™,

"(я.) /'10

так как интеграл

I' cos(r,nAM

равен нулю, если т0 находится внутри (Д) или на одной из

поверхностей EW), ki=l, и равен 2я, если яг0 лежит на E(!)).
Пользуясь найденной величиной w1 для вычисления ^ и т- Д->

получим последовательно:

¦a>2=Wo, W2 = W2— a, ™3=W:5, «3 = ^3—0,...
Отсюда следует, что ряды D6) и D8) не отличаются друг

от друга внутри (Dg), и что ряд D8) сходится в этой области

даже тогда, когда условия D2) — не выполнены, но в этом
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последнем случае

[а здесь определяется равенствами D7)].
В § 9 (III) мы доказали, что всякий потенциал

f ^ E0)
(S,)

имеет постоянное значение внутри каждой из поверхностей (SW).
Пусть С1/*' — значение потенциала E0) внутри (S<?>). Можно

всегда подобрать такие числа

fl> f'2> • • •> fft>

чтобы выполнялись следующие k равенств:

Sf, L_* = a(X) на E'х>), а=1, 2, ..., k). E1)
./ rv>

7=1 №)

Эти равенства равносильны следующим:

2тгМи = «(Х). (si')

Если бы система E1'') не имела решений при некоторых
значениях констант aW, ..., a(ft), то можно было бы найти числа

8j, ..., З^, удовлетворяющие условиям:

23хС(гх'=0, (/=1, 2, ...,ft).

Но для таких чисел hv ..
., Ьк потенциал

(S,) 7=1

обращается в нуль во всех внутренних областях, ограничен-
ограниченных поверхностями E©); он, следовательно, везде равен нулю,
и мы получаем:

Ык
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что невозможно ввиду линейной независимости функций рФ.
Отсюда вытекает, что мы, действительно, можем найти числа

Ti> T2> • •
> Тй- Равенства E1) показывают, что на поверх-

поверхности E)

Положим:

V=V0—W. E2)

Вычисляя Ve, находим:

откуда следует, чго функция V есть решение поставленной

задачи.
В данном случае, решение задачи А получено в виде

суммы потенциала простого слоя и потенциала двойного слоя.

§ 14. Случай (J). Исследование условия:

Q — — 1 не полюс

Остается еще рассмотрев задачу Дирихле для случая (J).
Займемся сначала внутренней задачей. Для решения соответ-

соответствующей задачи В следует отыскать решение уравнения E)

при '(, = — 1. В этом случае решение определяется значением

функции A7)

при С = —1, если это число не является ее полюсом.

Мы показали в § 17 (III), что у уравнения A2)

(so
10

существует k фундаментальных функций, соответствующих
характеристическому числу ^= — 1. Эти функции линейно
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независимы. Если ^'х' одна из них, то

Г 4/0 @) da = 0, если / ф к;

J фМ@)Л=1, (Х=1, 2, ..., k),
)

Отсюда следует, что уравнение E) не может иметь реше-
решения при С = — 1, если не выполняются следующие условия:

J /@) <У>-) @) rfo = 0, (Х= 1, 2 ft). E3)
(S)

При наличии этих условий, число С = — 1 не может

быть полюсом функции 9@).
Умножая обе части равенства

2* .

,oi
10

на ^'-' @), интегрируя произведение по всей границе E) и

принимая во внимание условия E3), получаем:

(S) (S) (,«,)

» - ^ f 9, (С 1) ( f V» @)i°L^> db) rfOl =

(я) (я; Г1П
(я,) (я;

и далее

Последний интеграл
— целая функция С; при ч =^ — 1 она

равна нулю и должна поэтому равняться нулю и при С= — 1.
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Таким образом,

= 0, (Х=1, 2, ..., ft). E4)
(S)

Допуская теперь, что С — —1 полюс функции A7),
имеем:

2(-i, O) = _JL

Принимая во внимание лемму 2 § 8, заключаем, что

#а(—1, 0) = С№ на (SO), (/=1, 2, ..., ft)

и что <&.,(—1, 0) равна нулю па границе E(°)).
Подставляя это значение gr2(— 1, 0) в равенство E4),

получаем:

(8)

= J #e(—I,

Отсюда выводим, чго функция <&2(—1, 0) должна во

всём пространстве равняться нулю: это, однако, невозможно,

вследствие несократимости функции Н@).
Итак, при наличии условий E3), ^ — — 1 не может быть

полюсом функции &

§ 15. Решение задачи с условиями E3); значение

этих условий

Если ? = —1 не полюс функции !) @), то все же нельзя

подставить —1 вместо Я в ряд (8)

так как радиус сходимости этого ряда может равняться еди-

единице; число С=1 можег быть полюсом W, но не может

быть полюсом функции
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Отсюда следует, что значение W при С=— 1 определяется

рядом

и что этот ряд дает решение внутренней задачи Дирихле
для случая (J), при выполненчи условий E3). Эти условия

совершенно чужды поставленной задаче, но легко видеть,
что они необходимы для соответствующей задачи В. В самом

деле, если

cos i

. j.

• некоторый потенциал двойного слоя, то

(к=1, 2, ..., К).
(S)

Итак, не существует потенциалов двойного слоя, не под-

подчиненных условиям E3); задача В — невозможна, если значе -

ния потенциала на E) не подчинены этим условиям.
Для доказательства нашего предложения достаточно заме-

заметить, что

Г1° i
«ад

и что вследствие этого

(S)

(8Г) (S)
Г1

= —2n f i*

(8Г) (S)
Г1» (S)

(SJ (S)
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§ 16. Решение внутренней задачи Дирихле
для случая J

Введем функцию а от точки на (S), которая равна нулю
для точки, лежащей на 5<0), и соответственно равна некото-

некоторой постоянной а<г>, если точка находится на(SW), 1=1,2, ..., ft,
т. е. положим:

а = 0 на (ДО), а = <*(»> на (SW), (/= 1, 2, ..., k).

Подберем гак числа а№, чтобы функция /—а удовле-
удовлетворяла условиям E3). Принимая во внимание, что а = О

на EW), видим, что должны удовлетворяться равенства

(S)

(S) 1=1 iffl\ №

Найдем, при помощи методов предыдущею параграфа,
решение внутренней задачи, соответствующее функции/— а;
получаем:

j

где

1 Г — COS

Если точка лежит внутри (Dj), то она расположена вне

всех областей, ограниченных поверхностями (SO), /=1,2,..., ft;
таким образом,

cos (гю/У,) ,
_ ,„
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Та же формула показывает, что для точки тв, лежащей

на

так как нормаль к (S(X)), в случае J, — направлена внутрь (S(X)).
Отсюда следует, что для точки т0 на (S)

w1=W1-[- a.

Вполне аналогично заключаем, что

Отсюда вытекает, что для всех точек внутри (О{) ряд E6)
совпадает с рядом E5) и что ряд E5) сходится внутри (D^
даже в том случае, когда условия E3) не выполнены; однако
в этом последнем случае

Подберем теперь так числа чи Чг> •••» 7*> чтобы на

поверхности E(х>), А.= 1, 2, ..., k имело место равенство

7 = 1 (S)

эго всегда возможно. В самом деле, мы знаем, что потен-

потенциалы
'

^ E8)

имеют постоянное значение во всех областях вне (^)
Если E8) равен С? внутри E(Х)), то, вспоминая, что E8)
равняется нулю вне (S^), мы заключаем, что уравнения E7)
равносильны уравнениям

Эта последняя система должна иметь решения при любых <х(х';
в противном случае система

г=*

Ц8,С1') = О, (*=1, 2, ..., ft)
г
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имела бы решение, в котором одно из чисел Ьг, ..., 8ьбыло
бы отлично от нуля; тогда потенциал

оказался бы равным нулю во всех областях вне (?)<) и, сле-

следовательно, везде обратился бы в нуль; отсюда вытекало бы,
что

2 8^<г1 = О
7= 1

—равенство невозможное, ввиду линейной независимости функ-
функций $'1\ 1=1, 2, ..., к.

Теперь положим

гг=к
о— ) JLW 7^"

{&) г=1

и рассмотрим функцию

V= W-\- V .

Имеем

это показывает, что функция V есть решение поставленной

задачи. Решение внутренней задачи для случая (J), как и ре-

решение внешней задачи для случая (Е), состоит из суммы двух
слагаемых: потенциала двойного слоя и потенциала простого
слоя.

§ 17. Внешняя задача для случая (J)

Хотя эта задача равносильна внешней задаче, соответ-

соответствующей поверхности EW) и к внутренним задачам, соот-

соответствующим поверхностям (Sty, 1=1, 2,..., к, но фор-
формулы, установленные в предыдущих параграфах, позволяют

найти ее решение сразу—в виде единого равенства.
Решение это воз!можио получить, заменяя в 0 @) С едини-

единицей, если С=1 — не полюс этой функции.
Принимая во внимание, что С = 1 характеристическое

число уравнения E) и что у сопряженного с уравнением E)

уравнения A2) существует одна фундаментальная функция
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[изученная нами в § 13 (Ш)], заключаем, что у уравнения (Е
имеется решение при ?=1, если

fpda = O. E9

При наличии условия E9), С = 1 не может быть полю

сом функции A7). В самом деле, из равенства

«МС о)=1- f s>2(C, i)cos(;ioAri)

можно вывести, при помощи E9), что

f»,(:, о)Рл—^ Г sm:,, d( ГР «•i

(S) V) (S)
г

(S) V.)

(S,)

и что, следовательно,

Интеграл в последнем равенстве — целая функция С, он

должен, поэтому, обращаться в нуль и при С = 1; таким об-

образом, имеем:

/фаA, 0)p@)rfo = 0. F0)
(S)

Если С = 1 есть полюс функции 8 @), то

SMI, 0)=.-L

откуда, при помощи леммы § 8,

^2A, 0) = С на E),

и, на основании F4),

С Jpdo = 0.

(S)
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Итак, С=0 и дробь A7), оказывается, можно сократить,

что противоречит сделанному о ней предположению. При на-

наличии условия E9), С = 1 не может быть полюсом Я @).
Таким образом, условие F0) нам показывает, чго функ-

функция

A + С) w= Г1

не допускает ни полюса ? = 1, ни полюса С = — 11 кроме
того, функция

1Г^1[^1+ (Г2+«71) +(Г3+Г2)+...] F1)

дает значение W при С=1; отсюда следует, что We = —/.
Условие E9) не имеет ничего общего с рассматриваемой

нами задачей Дирихле, но условие это необходимо для соот-

соответствующей задачи В.

Любой потенциал двойного слоя

удовлетворяет условию

чтобы в этом убедиться, достаточно повторить, почти без из-

изменений, рассуждения § 12.
Возьмем фундаментальную функцию р, для которой

потенциал

Г
' По.' По

(S)

Имеет постоянное значение внутри (Dt). Пусть С—значение

этой константы. Полагая

(В)
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образуем решение w задачи Дирихле, соотнетствующее функ-
функции /—а. Эта функция удовлетворяет условию E9), поэтому
мы можем написать:

=—/. F10

где

dl»
(8,)

1 cos (rv

Таким образом, мы имеем:

1 2я

(S.)

2т:

(S.)
'10

cos

z1 = W1 — a на E),

это показывает, что внутри (D,,) ряд F1') совпадает с ря-

рядом F1), что ряд этот сходится внутри (De) и что

Введем в рассмотрение функцию

т/ ее f p da
0== С .1

и положим

По

V=V0— W. F2)

Функция F2) дает нам решение поставленной задачи, так

как
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§ 18. Замечание о принадлежности решения задачи

Дирихле к классу #(/, А, X)

Мы ограничимся для простоты исследованием областей
обыкновенного случая и докажем теорему

Теорема 1. Если (S) ? Лк+г (В, к), (ft > 0), и/ ? Я(/, Л, А.)
@ <;/ <. ft-f-1), то решение внутренней \внешней\ задачи

Дирихле ?Я(/, сА, к') в (D<) (e (Dp)|.
Действительно, как мы видели, решение внутренней за-

задачи Дирихле представляется всегда потенциалом двойного

слоя W[jj.|, плотность и которого удовлетворяет интеграль-

интегральному уравнению

(l)-C-21^i^1 +^= J:W'[ft]+^, F3)
(я.) Г1"

где ь
= —1. Мы сначала докажем теорему для ft = 0, 1 = 0.

Так как /?Я@, Л, Я.), то |/|<Л и, так же как в § 18

(III), доказывается, что |9|<сЛ. Отсюда на основании тео-

теоремы 1 § 21 (II) следует, что №Щ?Н@, с^А, У). Поэтому
й?Я@, с2А, к') на (S) и, следовательно, на основании тео-

теоремы 1 § 19 (II) следует W &l?tt@, сйА, к') и теорема
для / = 0, ft = 0 в случае внутренней задачи Дирихле до-
доказана.

Переходим к рассмотрению внешней задачи. Решение

внешней задачи представляется потенциалом двойного слоя

в том и только в том случае, когда

= O. F4)

где pj плотность потенциала простого слоя, равного еди-

единице на (S).
Если условие F4) не выполнено, то решение внешней

задачи Дирихле представляется суммой

), F5)

где постоянная С выбрана так, чтобы

17 Зак. 749. Н. М. Понтер
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a t)j есть решение интегрального уравнения F3), в котором
?,= 1 и / заменено на /—С. Не выписывая этого уравнения,

будем называть его F3е). Так как |/|<Л, то

/ P

j f, da
<А,

так как pi > 0 на E). Отсюда следует, что CV [р^^
?#A, Сс^Х') в (D,), так как в § 18 (III) было показано

V р, ?H{k+\, clt У) в (DJ.
Остается убедиться, чго W[0j]?#(O, с2Л, л'). Для этого

достаточно убедиться, что среди решений уравнения F3) со-

содержатся решения, удовлетворяющие неравенству | &, [ < сйА,
где cs зависит лишь от E). Доказательство этою утвержде-
утверждения аналогично проведенному в § 18 (III) для задачи Ней-

Неймана, и мы останавливаться на нем не будем. Из неравен-
неравенства | 0, |< саА следует, что Wfi^ ?Н@, с4А, >/), и из

уравнения F3е) следует й1^Я(О, съА, X'), откуда W[^] ?
€#@, с0А а').

Из формулы F5) следует утверждение теоремы для внеш-

внешней задачи Дирихле в случае k = О, / = О.

Перейдем к доказательству теоремы для k ^> 0, / = 1, 2,. . .

..., ft-j-1.
Пусть/^Я(/, Л, X) на (S). Тогда па основании тео-

теоремы 3 § 19 (II) следует, что W\f\?H(l, cA, X') в (D{) и

в,(?>„). Так как /^>1, то M^f/j имеет непрерывную на E_
нормальную производную и, следовательно, ^[/] как в (D4)
так и в (De) представляется потенциалом простого слоя.

Потенциал простого слоя, совтдаюший с W[f\ в (D{), обо-

обозначим Vv а совпадающий с lF[/j в (De) — через ]/<,. Тогдг

потенциал простого слоя

(
^ = ^[^,-^1 F6

решает как внешнюю, гак и внутреннюю задачу Дирихле.
Действительно, значения на (S) потенциала V} равны W{

а потенциала V» равны We. Поэтому значения на (S) потен-
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пиала V равны

что и доказывает наше утверждение.

Для доказательства теоремы достаточно убедиться в том,

что V, и Va ?//(/, cA, >/) в (DO и в (De).
Для V2 доказательство просто. Действительно, IF[/] ?

?#(/, сЛ, X') в (De) и первые производные от W\f\ ?
— 1, сЛ, //), а следовательно, d~^H(l—\. cxA, I')

на E), так как / — 1 <; k. Поэтому на основании теоремы 1

§ 18 (Ш) VQ?H(l, СоА, I') в (D,-) и в (De), так как V2
является решением инешней задачи Неймана

j

dn dn

Докажем, что и Vj?#(/, сЛ, X')- Действительно, Vj
является решением внутренней задачи Неймана

dVH
__

dW

dn dn

Пусть Vi то из решений этой задачи, которое удовлет-

удовлетворяет на (S) условию

(S)

Из теоремы 1 § 18 (III) следует, что v\^H{ly сгА, I!)
как в (Df), так и в (De). Очевидно, что

F7)
откуда следует

и, следовательно,

Так как V [р2] ^ W(fe -)-1, ср X') и тем самым ? Я(/, сх л.'),
то из F7) следует К3?Я(/, с4Л, //) и теорема полностью

доказана.
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Заметим, что для случая /= 1, 2, ..
.,

k теорема может

быть доказана тем же путем, что и для / = 0, с использо-

использованием теоремы 3 § 19 и теоремы 3 § 21 (II).
Для поверхностей и данных из класса С№ следует
Теорема 2. Если (S)?CV*+I> (В), (fe>l), и/?С'7>(Л)

A <;/<;/г-)-1), то решение внутренней [внешней] задачи
Дирихле ?CJ-V(cA) в (О,.) [в (Dp)]. Если/?Сп\ то и

решение ? С<°).
Действительно, так как />Л, то /?Я(/—1, А, 1) и

H В, 1), и поэтому на основании теоремы 1 заклю-

заключаем, что решение принадлежит НA— 1, сА, к) и, следова-

следовательно, принадлежит C(l~V(cA). Если /=0, т. е. / непре-

непрерывна на (S), то решение задачи Дирихле непрерывно в (Ог)
и в (Ое), но нельзя утверждать правильную непрерывность
этого решения. Теорема доказана.



ГЛАВА V

ФУНКЦИИ ГРИНА И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ.

§ 1. Функция Грина и ее основные свойства

Пусть функция /?ЯA, Л, л) на E). Тогда, как мыу фу /?(, , ) () д,

видели в § 18 (IV), потенциал двойного слоя W[f\ с плот

ностью / представляется как в (D{), так и в (De) потен-

потенциалами простого слоя V, и Vo, совпадающими с W в (пг)
и в (Dp) соответственно. При этом потенциал простого слоя

V = ±:(V1-V,) A)

представляет собой одновременно решения внутренней и внеш-

внешней задачи Дирихле: V=f на E). Как мы видели, при этом

V?H{\, сА, к') в (О,) и в (De).
Пусть Зм (х, у, г) и т(х, i\, Q две заданные точки, а

R расстояние между ними, причем R будем считать напра-

направленным из jXl в т.

Считая 5W фиксированной в (Dt) или в (De), найдем гар-

гармоническую функцию Г точки от(;, т„ С), представляющую
такое решение внутренней [если Ж в (?^)] или внешней

(если ДК в (Z)p)| задачи Дирихле, что

Г = i на (S). B)

Функция -5 в окрестности E) имеет производные любого
К

порядка, и поэтому заключаем, что Г является потенциалом

простого слоя, который имеет правильно непрерывные про-
производные первого порядка соответственно в (Dt) и в (De).
Кроме того, Г зависит от выбора точки ЭК и является также

функцией точки ЗМ (*! У> г)- Положим

G(x, v, z; *¦, т„ Q = l —Г, C)
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Функция G(x, у, г; ?, т\, ?)=GEM, т) называется функ-
функцией Грипа. Как функция точки от(;, t\, С) она гармониче-
гармоническая в любой точке (Оа) или (Ое), за исключением то-ши

2H (x, у, г), где она обращается в бесконечность. Очевидно,
па E) она равна нулю.

Докажем, что функция Грина симметричная функция то-

точек 3W и т, т. е. что

Для доказательства возьмем две различные точки 3Wj и

в (О{) и рассмотрим две функции в (О{)

т),

т).

Пусть (oj) и (а,,) озна-

означают сферы с центрами в

3Wi и ЗКо и настолько малою

радиуса р, чтобы сферы (а])
и (ач) лежали целиком в

(D{) и не имели между со-

собой общих точек (рис. 29).
В части (D;)> лежащей вне

сфер (aj) и (а,,), функции
01{т) и G.,(m) гармонические, непрерывные и имеют

непрерывные и ограниченные частные производные первого
порядка. Поэтому можно применить тождество Грипа.

Пользуясь этим тождеством и выбирая на (cjj) и (а2) внеш-

внешние нормали, получим:

dn

Рис. 29.

(О
На поверхности E)

G1 = О, О2 = О

и последнее равенство принимает вид:

(«Л
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Исследуем левую часть этого равенства. Внутри сферы (о,)
и на ее поверхности О2 и -,- ограничены. Обозначая че-

через /?! расстояние от точки Ш\ до от, получим на (а,):

dn Vd/?!/B=r, f-

и, следовательно, на (а:)

П — .1 _. г rfGt
_

1 dTt
'~

P
" dn ^~1^'

где I1! и —г1 ограниченные функции на (э,).
Так как G2 (m) в окрестности точки f)f, имеет ограни-

,'Чеггные производные всех порядков, то -^ ограничена на (о,),
'a G2(m) отличается от G(jft», Жх) = G.2(T)(i) величиной

вида Ар, где А ограниченная функция. Отлода следует, что

подинтегральная функция в левой части E) равна

l,G&t»,ftl) I
l dGi

- Г й°г |
А

.

Отсюда следует, что интеграл в левой части E) отличается

от 4~G(fX9, SW,) на бесконечно малую порядка Вр. Анало-

Аналогично заключаем, что правая часть E) отличается оч

4~G Oft], tX%) на бесконечно малую порядка Вр. Следова-
Следовательно, разность

4я[О(ЗМ2, Sifi)— OCSWj, Stfj)],
как независящая от р и бесконечно малая величина вместе

с р, равна нулю. Таким образом равенство D) доказано.

Из симметрии GiJW, от) следует, что G СМ, от) гармони-
гармоническая, если ее рассматривать как функцию точки Jtf. Ее

¦производные по \, ч\, С и по л:, )i, г также гармонические

функции в любой точке, где

(I — Xf Л-{у — 7])« + (С - 2J > 0.

Аналогично доказательство симметричности функции Грина

для области (De). В последующем функцию Грина для (О,>)
будем обозначать через Gt(jXt, tn), а для (Ое) через Ge(Jxl, от).

Пусть ЗИ находится внутри (О4). То)да б^Ш, от) как

функция точки от стремится к -j- oo, если от приближается
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к $?, и, следовательно, 0{($у(, т) положительна на сфере (о)
достаточно малого радиуса р с центром в ЗМ. Так как

G{ iffrl, m) гармоническая в части (О{) вне (а) и на границе

области неотрицательна, то она неотрицательна всюду и,

следовательно, заключаем:

Кроме того, Г как гармоническая функция, принимающая

на (S) положительные значения -=?, также положительна. По-

Поэтому j j

То же заключение можно сделать и для Ge(jtf, m).
Так как

d

Г 1 f' i

где <f0 диаметр области (О), то получаем важный для по-

последующего вывод:

[Gi&l, m)pdz^.4T.dQ = A, G)

(Di)

т. е. интеграл от квадрлта функции Грина Gj-(^t, m) огра-
ограничен числом, не зависящим от положения точки 2Х- Не-

Нетрудно также убедиться в том, что по:лрдний интеграл яв-

является непрерывной функцией точки 3tf. На доказательстве
последнего не останавливаемся.

§ 2. Решение задачи Дирихле для сднсто
частного случая

Пусть функция F(^H(\, А, к) на (S). Тогда решение со-

соответствующей задачи Дирихле представляется потенциалом

простого слоя, который обозначим через V. На основании

замечаний к § 6 (III) имеем, считая точку 5М внутри (Df):

(S,) (S,)
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Наконец, применяя тождество Грина к функциям V и Г,

найдем, учитывая, что на E) Г = „-,

J \ dn l dn) l .! \R dn dn/ ]

Умножая последнее равенство на -т— и вычитая из пре-

предыдущего, найдем-

fffU> f^ О)
dn j 4r. .) dn

(S.)

Равенство (9) позволяет решить задачу Дирихле для лю-

любой функции F, подчиненной вышеупомянутым условиям, если

известна функция Грина. Мы свели общую задачу Дирихле
к совершенно частной задаче: к отысканию функции Г.

Все вычисления были сделаны в предположении, что мы

решаем внутреннюю задачу.
Для того чтобы решить внешнюю задачу, нам нужно

только изменить знак в тождестве (8); получится следующая
окончательная формула:

дающая решение внешней задачи.

Следствие. Предположим, что F=\. Для внутренне Л

задачи V= 1, и в (D{) мы находим:

В (Ое) это равенство не имеет более места. Но когда точка $ь(

приближается к E), то вторая часть (9') стремится к еди-

единице; если точка эта достаточно близка к E) и находится

с внешней ее стороны, то разность
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делается сколь угодно малой;

4г. dn

—

гармоническая функция, принимающая на E) значение еди-

единица и обращающаяся в нуль в бесконечности; таким обра-
образом, она меньше единицы в любой точке (Ое).

§ 3. Лемма Ляпунова

Установим одно неравенство, принадлежащее Ляпунову и

необходимое для дальнейшего изложения. Пусть /я0 (*0' .Уо> 2о)
точка поверхности E). Решим задачу Дирихле при помощи

способа § 2, и полагая, что за функцию F взято выражение

/=¦ = (*- ХоГ- + (г] -у0Г+ (С - zof.

Обозначим через U искомое решение внутренней задачи:

?/=_-!- [F^ito. (Ю)
4г. ' dn

(Si)

Рассмотрим круювой цилиндр с осью, направленной по

нормали к E) в т0, и с основанием в виде Kpyta радиуса р.

т0

Рис. 30.

Пусть (а) — часть E), вырезаемая эгим цилиндром. Возьмем

на нормали к E) в т0 некоторую точку 3d внутри D)
Обозначим расстояние от т0 до ^^через S (рис. 30).
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U равен потенциалу простого слоя, так как функция F
удовлетворяет условиям § 1. Если $yl стремится к от0, то U

имеет пределом значение F в отс, равное нулю; согласно тео-

теореме § 2 (II), имеем.

\U — F0\ = \U\<Ab\ (л<1). A1)
Мы видели, что Gi{%i, m), рассматриваемая как функция

точки от, положительна в (D{) и равна нулю на (S). Отсюда
следует, что ее производная по нормали к E) не положи-

положительна, т. е.

dn ^

Представляя A0) в виде

.. 1 fc/ dOt\, ,1 Г с( dGA,

4г. J \ dn j
' 4г. .! \ dn )

'

аиы заключаем, что первый интеграл неотрицателен и что

)

Первый множи1ель произведения под знаком вюрого ин-

интеграла больше р2, так как точка интегрирования находится

вне (з), a. F — квадрат расстояния этой точки от tn0. Второй
множитель неотрицателен и, следовательно, интеграл не

меньше

е f
(S.-o

Таким образом, имеем*

откуда

Это неравенство и представляе! собой ту лемму Ляпунова,
которую мы хотели установить.
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Если точка находится внутри (Ое), то следует изменить

знак в формуле A0); в этом случае G возрастает от нуля

до -j-oo при переходе точки т от E) к 2W, и j—' — поло-

положительна. Итак, для точек внутри (Ое) мы имеем:

-L Г ^л<^\ -A304« .' dn p-
'

§ 4- Решение задачи Дирихле в общем случае

Пусть /—непрерывная функция, заданная на E); найдем

гармоническую функцию, определенную внутри (?>,) и при-

принимающую на E) те же значения, что /. Мы докажем, что

решением этой задачи является функция

*?tda. A4)
dn

J

(«i)

Заметим, прежде всего, что V—гармоническая функция
внутри (О{). Она равна

функции же ад ид ^?
dj '

dr\' dt"
— гармонические внутри (Д.), если их рассматривать как

функции Ш (х, у, z).
Предположим, что ЗУ{ находится на нормали к (S), про-

проходящей через т0, и на расстоянии 8 от этой точки. Рас-

Рассмотрим тот же самый цилиндр, который был введен в пре-

предыдущем параграфе. Обозначая через /0 значение / в т0 и

учитывая замечания конца § 2, имеем:

dG{ . ( 1 I' dG(

(S)
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Представим последнее равенство в виде

(i) (S-a)

Предполагая, что значения / на E) меньше В, имеем:

Пользуясь непрерывностью функции /, выберем р на-

настолько малым, чтобы имело место неравенство

;/-/„: <е на (а).

При этих условиях мы получим:

E / dG,\ .

Для второго интеграла имеем:

1

(S-a)

и окончательно

Подберем теперь еще такое So, чтобы второе слагаемое A6)
стало меньше г. Мы находим:

|F—/01< 2s, если§<20;

это показывает, что HmV=/0, когда fM стремится к т0
на нормали, проходящей через т0.

Повторяя несколько раз уже проведенные рассуждения,
легко убедиться, что lim 1/ = /0, если Jxl стремится к т0,
оставаясь по одну сторону от (S) (рис. 31). В самом деле,
если 2W находится на нормали к E) в тх и если 8j и 82—
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расстояния 01 тг до Ж и до тй, то

Sj < 8. 8S < 8j •+• 8 < 26.

Таким образом, при достаточно малом о, имеем:

I V<-y( —/»ii

oiкуда следует, что

При решении внешней задачи Дирихле следует переменить

Рис. 31.

знак в формуле A4) и слегка изменить формулу A5); в этом

случае /0 не равен

4я ! '° йп
(S)

но отличается от него на величину меньшую s, если о

меньше 8(е). Неравенство A6) здесь следует заменить нера-
неравенством

2ЛВо'~
-—~

,
если 8

что не изменяет вытекающих из него заключений.

A60
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§ 5. Функция Ф. Неймана и ее свойства

Когда мы рассматривали внен нюю задачу Неймана для

обыкновенного случая и случая (Е) [мы исключаем внешнюю

задачу для случая (J)], то мы всегда имели возможность найти

функцию Г'\ гармоническую внутри (Д,), имеющую нормаль-
нормальные производные

cos(RN)

Внутренняя задача в обыкновенном случае и в случае (J)
|мы исключаем внутреннюю задачу для случая (Е)] при таких

условиях невозможна. В самом деле,

между тем, для возможности решения данной задачи, этот

интеграл должен равняться нулю. По этой причине, мы заме-

заменим при рассмотрении внутренних задач функцию A7) функ-
функцией

cos G?лр 4г. ,

Ri $ , V-< )

где 5 обозначает площадь совокупности границ: тогда вну-

внутренняя задача стан?т возможной. Пусть Г(г) — одна из гар-

гармонических функций, дающих это решение; все другие

функции определяются формулой

где С(ЗД— произвольная функция точки

Положим

у ^ A8)

в случае внешней задачи, и

G(i\x, у, г; %, tj, Q = -^ + T(i)+ С(ЭД A8')

в случае задачи внутренней; в этом последнем случае под-

подберем такую С (Ж), чтобы выполнялось условие

у, г;\, ть «Л=0. A9)
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Определенные таким образом функции называются функ-
функциями Неймана. Они играют ту же роль в задаче Неймана,
что и функция Грина в задаче Дирихле.

Каждая из них в области, где она определена,— гармо-

гармоническая функция, кроме точки Ч = х, rt=y, r, = z, в кото-

которой она обращается в бесконечность.

На основании соотношения

, 1_
_R_ _^ __

cos (RN)
dn

~~~

Rs

мы имеем для функции G<^:

d_^±_ ^_,dJ[ — cos (RM)
_

cos (RN)
__

„

dn dn ~T~ dn /?2 &
~

Функция Gw обладает следующим свойством:

dGf
_

dT[l) , d~R
_

cos (RN) 4r. cos (RN) 4^_#
dn
~

dn ' dn
~~'

R- S~ R*
~~

S

Легко доказать, что функции G(l) и G( —симметричные
функции точек Ж и т, т. е. что

ОШ, т)-=О(т, Ж),
где положено

G(x,y, г; 6, ч\, С)=ОEИ. от)-

Изучим G( . Опишем, как в § 1, вокруг точек 5W, и Э^2>
как центров, сферы (з,) и (з2) радиуса о; рассмотрим область,

ограниченную поверхностями (S), (oj) и (<з2).
Тождество Грина дает:

)

здесь

7@
г, т), Of = G(i) (ЗИ9> да).
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dG$ rfGi?
Но нормальные производные —.—, —т— равны на поверхно-

4я
сти E) числу 7j-. Следовательно, первый интеграл в по-

о

следнем тождестве равен

_? \ «$>-($>) do.
(S)

т. е. нулю—-на основании A9). Итак, тождество принимает

вид:

Последнее равенство тождественно совпадает по виду

с равенством E) § 1; буквально повторяя рассуждения этого

параграфа, мы выводим из них, что

O(()«Wi, SW8)=O:<)(ar2> 5И,).

Для внешней задачи сразу находим:

rf/г ~Ul ~Ж~~и>

что нас непосредственно приводит к равенству BЭ).

Замечание. Мы исключили внутреннюю задачу для случая (Е)
и внешнюю задачу для случая (J), единственно, из желания ве

перегружать изложение. Опираясь на теоремы гл. Ill, можно соста-
составить функции Неймана, годные и для отброшенных случаев. Доста-
Достаточно соответствующим образом выбрать в (IT) дополнительные

члены согласно границам {S^), чтобы удовлетворить условиям воз-
возможности задачи и прибавить к найденному решению член С, не

зависящий от 5, ¦/], С и выбранный таким образом, чтобы для каж-

каждой из границ 5>г' выполнялось условие A9).
Другие рассуждения сохраняют силу и для исключенных слу-

случаев.

Для функции Грина в § 1 были получены оценки F) и G).
Покажем, что для функции Неймана Gw(fuf, т.) ичеет ме^то

неравенство

j lG{i\%l, m)?dz<A.
(Jty

18 Зак. 749 H М Гюнтер
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Для этого сначала докажем, что существует такая по-

постоянная с > О, что

j\V-\dc<Clj\f\da,
(S) (S)

B1)

если р есть плотность потенциала простого слоя, решающего

внутреннюю задачу Неймана

dn

и удовлетворяющая условию

Г pds — O.

(S)

Действительно, как мы видели в гл. III, плотность р равна

откуда следует, что

(Я) (S)

Нетрудно видеть, чго

(S)

Действительно,

J| JK(l,
В) (SJ(В,) (SJ

j
(So)

(So)
J
(S,)

(S)

-</[
1/@) I [ J I *A, 0) | do,

S

(S)

j
(So)

и аналогичные неравенства получаются для всех слагаемых,

составляющих ?« A). Этим самым неравенство B1) доказано.



§ 5] ФУНКЦИЯ Ф. НЕЙМАНА И ЕЕ СВОЙСТВА 275

Пусть (<о) означает какую-либо область с диаметром 8,
лежащую вместе с границей в (Д-). Интеграл от квадрата
V \\i\ no (i») тогда оценивается так:

(S.) (S2)

(ЗД (SJ (a.)

d%

(R.) (S)
так как

г* /
Й (»)

'1U (») '2U
' '

о

Итак, имеем, обозначая через dQ диаметр области (Dt),
Г Г Л Т2 Г /•  2

|V[[i]|2rf-:<4-a!(,f2 |/|da --=c, I/Ida . B2)

Аналогично убеждаемся, что

B3)J
(S) . (S)

Ctf, ?») опр
ней задачи НеЯмана, причем

Функция r(t)Ctf, ?») определяется как решение внутрен-

внутрени, следовательно,

(S) (S)

Покажем, что интеграл в правой части ограничен. Дей-

Действительно, если расстояние точки °Ж до (S) не меньше -*

(d — радиус сферы Ляпунова), то интеграл не превосходит

-j^S. Пусть расстояние 8 точки Ж до E) меньше -к и т0
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точка E), ближайшая к 5У{. Как обычно, обозначим через
(?) и (о) части 5 внутри сферы Ляпунова и внутри сферы

радиуса 2В с центром в т0. Тогда расстояние точки Sift До

(S—I) не меньше -j
и инте1рал по (S—1) не превосхо-

дит -~ 5. Площадь (а) не превосходит 2т: B8J = 8т:82, a /?

не меньше 8. Поэтому интеграл по (а) не превосходит 8~.

Остается рассмотреть инте1 рал по (? — о). Обозначая

через Ro расстояние от т0 до точки ипторирования, и счи-

считая R и Ro направленными и й( и ги0, получим:

| /? cos (/?, Л/) — /?} cos (/?„, /V) J = I8 cos (8, N)! < 6

и, следовательно,

1 cos (/?, ЛО i ^
Ь sRo '

R-

Отсюда

I cos

(S-t)
[
— (a —о)<Г4~Ч d

,

и ограниченность интеграла от |/| доказана.

На основании неравенств B2), B3) следует, чго

B4;

(S

Интегрируя A8') no (S) и используя A9), найдем:

(S) (SI

Так как интегралы

(S)

(D)

, и)|ал,
(П)

B5)



§ 6J РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НЕЙМАНА 277

ограничены числами, не зависящими от положения точки Й1 >

то ограничен интеграл от квадрата Gi%'E&, m), что и требо-
требовалось доказать. Кроме того, имеем:

где 6 — диаметр области (ш), лежащей в (Д-) и содержащей
точку ffr|.

§ 6. Решение задачи Неймана

Мы займемся внутренней задачей. Пусть /— заданная

на (S) непрерывная функция; будем искать функцию, гармо-

гармоническую внутри (D,), нормальная производная которой

равна /. Мы знаем, что эта задача может быть решена по-

посредством потенциала простого слоя; обозначим этот потен-

потенциал через V.

Ня основании формул Грина мы можем написать:

'

dVt d*

(S) (S)

V«"ff^ rfg.f j-f/4-. B6)
C) (,S)

Здесь, как и в § 1, /? — расстояние между точками

Ш{х, у, г) и т($, t), С); функции ^ и / рассматриваются
как функции ?, -q, С.

Тождество Грипа нам дает:

Но на поверхности

вследствие

С

dn

чего последнее

cos (/?ЛГ,)
Я2

Ri

тождество

5
'

принимает вид

4" f V d

(S)
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или, что то же,

{VtJOZJP-d,- flf>/rf3-C = O; B7)
<«) (S)

здесь с — константа, равная

f "<*¦

Вычитая умноженное на
^г равенство B7) из B6), окон-

окончательно получаем:

(S)]
"

(S)

Решив задачу Неймана в весьма частном случае для

определения G(
,
мы получаем решение общей задачи при

помощи формулы

(S)

где с' — некоторая постоянная.

В случае внешней задачи — решение проще. Переменив
знак в формуле B6), повторив наши рассуждения и приняв
во внимание, что

dV^
__

cos (RN)
In W* '

получим в следующем виде решение внешней задачи:

(К)

§ 7. Задача о стационарной температуре

Предположим, что в некотором теле (D) тепло распреде-

распределено таким образом, что температура остается в каждой

точке постоянной во времени; это возможно лишь в том слу-
случае, когда температура на поверхности тела поддерживается
неизменной,
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Рассмотрим элемент d? поверхности, находящейся внутри
тела или принадлежащей к его границе; можно считать dc

плоским. Построим прямой цилиндр с направлением образую-
образующих по нормали к rfa. Полагая, что эта нормяль направлена

от нижнего основания к верхнему, обозначим температуры
нижнего и верхнего оснований через ui и м2 (рис. 32).

Количество тепла, проходящее в цилиндре за время dt
в направлении нормали, пропорционально разности ut — «2,
ds и dt; оно обратно про-
пропорционально высоте ци-

цилиндра; имеем:

Устремляя Дя к нулю,
находим, что количество

|гепла, проходящее через эле-

Ыент do за время dt, равно

Рис.32.

здесь и обозначает температуру, a k— коэффициент пропор-

пропорциональности, называемый коэффициентом теплопроводности.

(Мы будем предпола1ать тело однородным и, следовательно,

ift — постоянным. Количество тепла, проходящего через гра-

границу (о) малого тела (<о), находящегося внутри (?)), за

время dt равно

.1 dn

(')

Ввиду отсутствия теплового обмена между частицами

тела, эта последняя величина должна равняться нулю; имеем:

du

J 'dn

Отсюда, в силу произвольности области (<о), заключаем:

Количество тепла, проходящего через элемент da гра-

границы (D), пропорционально разности температур между
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точками границы и внешним пространством, в предположении,
что это последнее имеет постоянную температуру и0. Таким

образом, мы имеем на границе:

— k~^-do dt-=[l (и — «о) -г

где л — коэффициент излучения. Итак, температура на гра-
границе подчинена условию

где h— положительная постоянная.

Полагая, для упрощения,

видим, что зядяча сводится к определению такой функции V,
удовлетворяющей уравнению Ляпласа

для которой на границе имеет место условие

tVji B9')

Желая найти V в виде потенциала простого слоя, по-

положим:

l^-^ C0)
(Si)

Функция V удовлетворяет уравнению B8'). Учитывая ра-
равенство

dn 2s

(8.)

находим из условия B9'), что

р@) =
—

^j-J ,оA) V -jr
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т. е. что плотность р @) удовлетворяет интегральному урав-
уравнению

? [p^^f} CD

при л = — 1.

Ядро уравнения C1) не ограничено; ясно, однако, что

одно из его итерированных ядер ограничено, так как к нему

можно применить рассуждения § 4 (III). Легко доказать, что
Х = —1 не принадлежит к числу характеристических чисел

уравнения C1), или, другими словами, что данная задача

имеет одно решение. В самом деле, если бы X = —1 было

характеристическим числом, то уравнение

имело бы отличное от тождественного нуля решение, и

функция V удовлетворяла бы граничному условию

Но, умножая это равенство на V и интегрируя его по E),
получаем:

dn
(S) (S) (Л)

последнее же равенство возможно лишь при V^O, так как

оба его крайние члена имеют в противном случае разные
знаки.

Таким образом доказано существование единственного

решения задачи. Заметим, что все рассуждения остаются

в силе, если считать h какой-либо положительной непрерыв-
непрерывной функцией на (S).

Доказав существование единственного решения, перейдем к

эффективному построению решения. Для этого вернемся к уравне-
уравнению B8') и роложим
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где С— постоянная. Подставляя в уравнение B8') и B9'), найдем:

V— в ( t), dn -+- Vi—f— на (

Выберем С так, чтобы

("(/—C)dc = 0, C3)

(S)
и положим

v — vо -j- hvi -f- ft2f2 + • • • C4)

Подставляя это значение v в C3), мы получим систему равенств,
позволяющих последовательно вычислять функции Vq, fj...:

в (D{);

dv0
dn
~

ln
=

dv%
dn

~

{ Q

— vx

на (S).

Ввиду выполнения условия C3), возможно найти функцию vu\
найдя некоторое решение Vq, можно к нему добавить такую кон-

константу с0, чтобы

Г г»0 do = 0.

(S)

Можно определить г>] и прибавить к нему такую константу,
чтобы

Г vt da == 0;

(S)

затем можно вычислить f2 и т. д.

Остается выяснить, сходится ли ряд C4). Пользуясь функцией
Ф. Неймана, мы последовательно находим:

_ J_
4is .

1

4в
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Обозначим через Мк максимум |fj.l. Легко находим:

(S,)

здесь положено.

283

C5)
(S,)

N=i I 1°")|Л1<^ I V°1 +S J 1ГП^1 + 4^
(S.)

причем мы воспользовались неравенствами B5) и следующим за

ним из § 5.
Возвратимся к неравенству C5); из равенства

| Vk + 1 ds = [ A | 15 = О

Имеем.

! 5 = \(к
^тсюда выводим, что

'Qr+

Таким образом, легко находим, что

этих неравенствах

Mo< No/4. (/1 = max |/—С)

Из всего предыдущего следует, что ряд C4) сходится, если

и что этот ряд дает решение задачи при достаточно малых зна-

значениях h.

Вычислим теперь верхнюю границу V.

Предположим, что g—верхняя граница |/|, и положим

C6)
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Функции C6) удовлетворяют условиям:

[ГЛ.

на E).

Пусть /rj и да2— точки, в которых функции wt и а/2 достигают
соответственно, своего максимума и минимума; точки т\ и /я.> рас-
расположены на E), так как Wi и да2

—

гармонические функции;

-1 положительна в т.\ и, в силу условия g
— /!>0, в этой

точке

-~

отрицательна в и, в силу условия , в

Но V достигает максимума в т1 и минимума в от2, так как

а "'

-у-
— константа. Отсюда следует, что во всей области

Предположим, что меньше л0, и пусть

в этом случае уравнения B8') и B9') принимают вид

Положим

Находим для wu, да1, w2... следующие условия.

Ащ»1 = 0

Дда.» = О

в (Л,);

do»
—Ь ^o^i == — ^

-f- fto^i = — 1

на E).

J

"C7)

Но ввиду независимости от / радиуса сходимости >.о ряда C4),
и условия, что | ftu | меньше /.д, мы можем определить все функции
дао> wi- мь...,; Э частности wti равна сумме ряда C4) при h^hq,
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Пусть g/i
—

верхняя граница \wk\; согласно сделанному выше
замечанию, имеем:

откуда следует, что

Радиус сходимости ряда C7), следовательно, не менее кф что поз-
позволяет вычислить решение для значений h, не превосходящих 2Х.

Продолжая таким образом, мы получим решение для всего зна-
значения h.

§ 8. Функция Грина в задаче о стационарной
температуре

Пусть, как в § 1, R — расстояние от точки ЗМ (х, >', г)
внутри (D) до точки т (?, т„ С); найдем функцию точки т,

гармоническую внутри (D), которая удовлетворяет на поверх-
поверхности (S) условию

d-

^4
Из предыдущих рассуждений следует, что можно найти

функцию Г, полагая функцию / равной

~

йп
П

R-

Положим, далее

G(M, и) = -^4-Г.
Функция G удовлетворяет условию

^.4-AG = -^+-^+A-TS+Ar = 0 на (S). C9)dn '

dn ' dn '
/? ' v ' v y

I Сравнивая ее с функцией C) § 1 и повторяя буквально
рассуждения § 1. можно убедиться, что функция Gi^f, m) —

симметрическая. Достаточно проверить, что1 функции

m), G2=G(M2, m)
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удовлетворяют условию

.) V ! dn

(S)

dU

Но последнее равенство — непосредственное следствие

условия C9).
Так же как для функции Ф. Неймана, можно доказать, чго

J \GC)l, A. D0)
-л)

Действительно, это следует из того, что для решения

уравнения C1) § 7 при л = — 1 также можно установить

неравенство

(ч) ("О

откуда, буквальным повторением рассуждений, проведенных
для функции Ф. Неймана, получаем неравенство D0).

Предположим теперь, что потенциал простого слоя V

удовлетворяет на (S) условию B9') § 7. В силу C9), имеем

на E):

V
~dT
~ G
Ж
= V(~ hG) - G (~ hV+Л =

-= — G/= — G(SJt, да)/(да).

Применяя тождество Грина к V и G (ЗМ, ?») для части

области (D{), лежащей вне шара (со) малого радиуса р с цен-

центром в 5У(, получаем, учитывая, что лапласианы V и G в

(D — ш) равны нулю:

J>
(S)

1де (a) — поверхность шара (ш) и нормаль на (а) выбрана
внешней.

Правая часть последнею равенства не зависит от вы-

выбора р, следовательно, не зависит и левая. Но левая часть

по своеЗ форме зависит от р, и можно доказать, так же как

это было сделано при доказательстве симмефичности функ-
функции Грина в § 1, что левая часть стремится при р—> 0 к
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). Следовательно, она равна —4zVCtf). Отсюда

получаем:

§ 9. Функция Грина и уравнение Пуассона

Пусть функция и (х, у, г) имеет в области (Dt) непре-
непрерывные вплоть до границы (S) производные первого и вто-

второго порядков. Такую функцию будем казывагь регуляркой
в (Д-). Пусть, кроме того, функция и(х, у, г) удовлетво-

удовлетворяет на границе (S) одному из следующих условий:
а = 0, (а)

?+ *« = 0. (Р)

~= с (с = const). (У)

Пусть О (Эй, т) означает функцию Грина для (D^), когда

идет речь об условии (а), функцию Ф. Неймана, когда идет

речь об условии (^), и функцию Грина для стационарной
температуры, когда речь идет об условии (J3). Пусть точка 5М

фиксирована в (Д) и (си) есть шар с центром в ЭК и на-

настолько малого радиуса р, чтобы шар (си) лежал полностью

в (Dj). К области (Dt — cu) и функциям G(J#, m) и и(т)
применим формулу Грина:

(аДб — GAa) d~ =

й(п dn)
Q

) \ dn dn)

Так как AG=^0, а интеграл по (S) исчезает [кроме слу-
случая (•()] в силу условий, которым удовлетворяют на E) функ-
функции О и и(т), получаем:

— f(U — — G—\d —

(D-o>) (О

причем последнее слагаемое имеем только в случае
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Как и в доказательстве симметричности функций Грина,
легко убедиться, что левая часть последнего равенства при

р->0 имеет пределом 4иы(ЭД. Правая же часть имеет пре-

пределом интеграл по всей области (Di), которую будем обозна-
обозначать просто (D). Таким образом получаем

HCW) = — ~ (' О (Э1, от) Дм d- +A fa D1)

причем второе слагаемое присутствует здесь только в слу-
случае (j). Следовательно, всякая регулярная в (D) функция ы(ЭМ),
удовлетворяющая одному из условий (а), ф), (у), представ-
представляется формулой D1). Поэтому, если существует регулярное
решение уравнения Пуассона

Дм == — 4я», D2)

удовлетворяющее одному из условий (a), (j-l), (f), то это ре-

решение дается формулой

и (at) = J G (ЭИ, от) <? (т) Л,
(-0)

D3)

причем предполагается, что в случае (f) решение удовлетво-
удовлетворяет еще дополнительному условию

Г ыйз = О. D4)

Кроме того, из равенства

заключаем для случая (if)

<э (от) d-z. D5)
Ф)

Из того, что всякое регулярное решение уравнения D2)
[при условиях («), ($), (у)] представляется формулой D.-4),
следует единственность регулярного решения уравнения D2)
при условиях (a), (J3), (¦у) и в случае (^) — дополнительных



§ 9] ФУНКЦИЯ ГРИНА И УРАВНЕНИЕ ПУАССОНА 289

условиях D4) и D5). Изучим интеграл D3) при различных
предположениях о функции ? (т)-

Теорема 1. Если о ограничена и интегрируема в (D),
то интеграл D3) является функцией, которая имеет

в (D) правильно непрерывные производные первого порядка
и удовлетворяет на (S) условию в соответствии с выбран-
выбранной функцией G (Эй, т); в случае (f) эта функция удовле-
удовлетворяет также условиям D4) и D5).

Для доказательства введем в рассмотрение ньютонов по-

потенциал Р\о] с плотностью ?. Так как э ограничена, тоР[о]
имеет правильно непрерывные во всем пространстве произ-
производные первого порядка.

Покажем, что имеет место следующая формула:

О Ш, /»)? (т) dxm — Р (Эй) + 4f |
<Ъ) (я,

D6)

Действительно, для Г (ЭЙ, /») = Г @,1) имеем:

Умножая последнее тождество на <?A), интегрируя по(?)),
переставляя порядок интегрирования и учитывая, что

(Л)
l?J*,-PB,. Ud)^*,-^. D7)

найдем после умножения на — 1:

(О) (S) D8)

В § 6 (III) мы отмечали следующее равенство:

J f L ^0= f ± -J* do2- f -L
I ri» dn2

2 I
ro.)

S)

*

(S)
2

(S)

*

(S)

19 Зак. 749. H. M Гюнтср
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Умножая последнее равенство на оA) и интегрируя, полу
чим после перестановки порядка интегрирования:

О
* |>B)^-1^W D9

(S)

Складывая почленно первое из равенств D7), равенства D8
и D9) и учитывая, что

асо, 1) = -?—г(о,1),
МЛ

получим:

0@,1HA)^-

{)|^}v ,50-

(S)

Пусть V какой-либо потенциал простого слоя. Тогда имее^

следующие тождества:

(S)

складывая которые, найдем:

^ ' Ат. ( i
^ dtit) dfio }

F)

Складывая E0) и E1) и обозначая

получим:

, ГО@, 1)?(

(S)
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Легко показать, что можно выбрать такие потенциалы

простого слоя Ул, V$, Vv что «tt = Р-j- Va, u$ = P-\-V$,
и =Р-|-1/ будут удовлетворять на границе (S) соответст-

соответственно условиям (я), (|3) и (y) и в последнем случае также

условиям D4) и D5).
Действительно, Р[о] (• Н(\, сА,к) во всем пространстве,

и поэтому Р[с?1 6 WA,c^,a') на (S) и ^ 6 # (°- *И> *¦')
на (S) (здесь А верхняя грань для )?] и 0< л< 1, X'< X).

На основании теоремы 1 § 19 (IV) гармоническая функ-
функция, обращающаяся в —Ply] на (S), представима потенциа-

потенциалом простого слоя, который обозначим Va. Там же было пока-

показано, что Va?H(\,cuA, X") и, следовательно, ил = Р-\-]/а
имеет правильно непрерывные в (D) производные первого

порядка. Кроме того, очевидно, иа = 0 на (S). Считая в фор-
формуле E3) и = иа и G@, 1) функцией Грина для задачи Ди-

Дирихле, найдем:

[ G@, l)e(l) <&! = «. @),

и таким образом наше утверждение для интеграла D3) в слу-
случае (а) доказано.

Переходим к случаю ф). Интегральное уравнение C1) § 7

имеет, как мы видели, единственное решение. Нетрудно видеть,
что решение р этого уравнения правильно непрерывно на (S),
если функция / правильно непрерывна на (S). Полагая

получим, что потенциал простого слоя Vp, удовлетворяющий
на (S) условию

имеет в (D) правильно непрерывные производные первого

порядка и, следовательно, то же заключение можно сделать

относительно функции u$ = P-\-Vq. Кроме того, функция м?
удовлетворяет на (S) условию ф). Если 0@, 1) есть функция
Грина для стационарной температуры, то
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и формула E3) дает:

О@, 1)

и утверждение для интеграла D3) в случае (р) доказано.

Заметим, что если в условии (J3) предположить h не постоян-

постоянной, а правильно непрерывной положительной функцией на (S),
то все наши заключения для случая (,3) остаются в силе. Пред-
Предполагая h лишь положительной и непрерывной функцией, мы

в состоянии лишь доказать, что щ как сумма Р и потенциала

простого слоя с непрерывной плотностью удовлетворяет гра-

граничному условию (J3), но первые производные и?, вообще го-

говоря, не являются правильно непрерывными в (?>).
Переходим к случаю (f). Умножая интеграл Гаусса

на <f@), интегрируя но (D) и учитывая вторую из фор-
формул D7), получим:

(S)

откуда следует, что

dP , 4г.
<? dx \d<3 = 0.

Следовательно, существует такой потенциал простои
слоя Vv удовлетворяющий на (S) условию

dVtf dP 4r.

Тогда функция и =Р-\- V^ удовлетворяет на (S) условиь
b. 4г. С

n S J
•

0)
dn J

(-0)

Кроме того, 1/у определяется с точностью до постоянног

слагаемого, которое можно выбрать так, чтобы функция i
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удовлетворяла на (S) условию D4). Если G@, 1) есть функ-
функция Ф. Неймана для внутренней задачи, то имеем:

dG du, 4т. 4я
°^+

и очевидно, что интеграл но E) от каждого слагаемого пра-

4ой части последнего равенства равен нулю. Таким образом
Имеем ня основании равенства E3)

f G@,

Остается доказать, что V , а следовательно, и и^ имеют

в (D) правильно непрерывные производные первого порядка.
йР

Эго следует из теоремы 1 § 18 (III) так как — правильно

непрерывна на (S).
Таким образом наше утверждение относительно интеграла

D3) полностью доказано.

Если о правильно непрерывна в каждой области (D'),
лежащей вместе с границей внутри (D), то их, и^, и^ имеют

в каждой внутренней точке области (D) непрерывные произ-
производные второго порядка, удовлетворяют уравнению D2) и

соответствующему условию на границе. Отсюда следует
Теорема 2. Если о ограничена в (D) и правильно не-

непрерывна в каждой области {ГУ), лежащей вместе с гра-
границей в (D), то уравнение D2) имеет единственные ре-
решения, имеющие в (D) непрерывные производные второго
порядка и удовлетворяющие на (S) условиям (a), (jj), (f)
[в случае (f) также D4) и D5)].

Действительно, существование таких решений следует и.*

предыдущих рассуждений. Единственность решения каждой
из поставленных задач следует из тою, что разность v любых

двух решений каждой из задач является гармонической функ-
функцией, удовлетворяющей на (S) соответственно условиям (а),
(р) и в случае (f) условию

?-0, /.*_<>.
(S)

Очевидно, для всех рассматриваемых случаев следует, что

V = 0, и теорема 2 доказана.
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Предположим теперь, что <? (т) не ограничена в (D), но

сэ(от) и [<?(/и)]2 интегрируемы в (D). Будем говорить, что <р (от)
интегрируема с квадратом. Тогда из определения интеграла
от неограниченной функции следует, что можно указать такую
последовательность областей {(Од)} (k= 1, 2, .. .), содержа-
содержащихся вместе с границей в (D) и таких, что а) каждая по-

последующая область {Dk+1) содержит предыдущую (Dk),
б) в (Dk) о(m) непрерывна и ограничена,

в) J | <? (от) |2 Л
(й)

Пусть <Sft (»i) означает функцию, равную <р(/и) в (Dk) и нулю
вне (Ьй). Тогда, каково бы ни было s > 0, можно указать п,
что для всех k >¦ п имеем:

(D)

= J i <?

(D-Dk)

I2 dt

Покажем теперь, что интеграл D3) является функцией
ограниченной и непрерывной в (О), если <р(/я) интегрируема
с квадратом.

Действительно, ограниченность его следует из неравенства

Буняковского — Шварца:

и@)|«= JO@, l)?(l)rfx,

J |O@, J
(D) ф) (D)

Функции <sk (m) ограничены, и поэтому

«*@)= [ 0@,1)9 =l, 2, ...)

суть непрерывные функции в (D). Покажем, что последова-

последовательность мй@) сходится равномерно к интегралу D3) Дей-
Действительно, применяя неравенство Буняковского—Шварца,
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находим:

= | О@, 1)[<рA) — <sft (I)] fi?X]|-C

НО, l)dt,]/ f (? — ?»)»Л

какова бы ни была точка 3W из области (О). Таким образом

и(ЗД есть предел равномерно сходящейся последовательности

непрерывных функций и, следовательно, есть непрерывная

функция в (D). Можно показать, что в случае (а) и tfEif)
стремится к нулю, когда точка Эй приближается к гра-
границе E).

Заметим, что если <э ограничена и непрерывна в (D), то,
как мы видели в § 15 (III, ньютонов потенциал с плот-

плотностью <р удовлетворяет уравнению Пуассона с обобщенным
в смысле И. И. Привалова лапласианом Д*

Д*Р = —4ws.

Очевидно, что этому же уравнению удовлетворяет тогда
и функция и(ЗМ), определяемая инте! ралом D3). Если <?

интегрируема с квадратом, то, как бы то указано в § 24 (II),
ньютонов потенциал удовлетворяет уравнению Пуассона, где

производные понимаются в смысле С. Л. Соболева. В этом же

смысле удовлетворяет уравнению D2) и функция и

Замечание. Отметим без доказательства следующее утвер"
ждение: если непрерывная функция да такова, что ^*w~()

(Д* — лапласиан в смысле И. И. Привалова), то w — гармоническая
функция (И. И. Привалов, „Субгармонические функции", гл. I, §2).
Если, кроме того, да удовлетворяет граничному условию (а) или (fi),
го да == 0. Из этого следует, что уравнение

Д*и = — 4r.<f,

где у
— непрерывная ограниченная функция в (D). имеет един-

единственное непрерывное решение и последнее дается формулой D3).
Поэтому, если функция нBУ(), удовлетворяющая граничному

условию (а) или (f) и имеющая внутри (D) непрерывные вторые
производные, такова, что ее лапласиан Ьп ограничен, то и(^у()
представляется формулой D1). Аналогичное замечание справедлиоо

т.ля условия (f).
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Можно также доказать, что формула D1) имеет место для всякой

непрерывной и ограниченной функции и(^(), удовлетворяющей
соответствующему граничному условию и такой, что лапласиан ее

интегрируем с квадратом.

Добавление. Положим

Ф)

где G (Jjtf ¦ т) — функция Ф. Неймана для области (Dt).
На основании предыдущего, fi(?W) внутри (D) удовлетворяет

уравнению
4

а на E) условию

Образуем новую функцию

т) + m__Lfmdx

которую назовем модифицированной функцией Ф. Неймана.

Очевидно, Gf (JW, tn) симметрична и при фиксированной
внутри (D) точке 5W как функция точки т удовлетворяет внутри (D)
(кроме точки 2Ю уравнению

а на границе E) условию

dn dn
~~*~

dn S S
""

'

4f=°- (S4)

Кроме того,

f С] Cf, m) rft = § G O(, m) dr.

i

f
(b)

т. e.

f Gj Oft, m) d-. = 0. E5]
(*)
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Если <р(/я) удовлетворяет условиям теоремы 2, то

«Ш)= f Gi О(, П') ? (ж) d- = j О О(, т) ? (m) d: +

(D) (-D) (D) (.

и, следовательно, «(?>() >довлетворяет в (D) уравнению

1и = — Ащ -\- -=-

и

? {m) d-, E6)

= 0. E7)

а на границе (S) условию

т. e.

Ксли !f(m) ограничена и интегрируема, то и (^() имеет пра-

правильно непрерывные в (D) производные первого порядка и удо-

удовлетворяет на E) условию E7). Кроме того, интегрируя н('^О
по (D), переставляя порядок интегрирования, учитывая симметрич-
симметричность Gi(t)(, т) и равенство E5), получим:

f u@)d-.= J[ ( ,@,l)?@^i]rf- =

- f?(l)[ f C/,@, 1) d-г] dT! = 0.

т. е.

\ a (m) d- = 0. E8)

Если tp(m) подчинена условию

9 (m) dz = 0, E9)

To H(^) удовлетворяет, в силу E6), уравнению D2) и условиям

E7) и E8).
Повторяя буквально рассуждения начала этого параграфа, легко

доказать, что всякое регулярное решение уравнения D2) прн усло-
условиях E7) и E8) дается формулой D3), где G EX, т) заменено

OOl, m).
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В следующем параграфе условием (f) будем называть усло-
условие E7); при этом, когда будет итти речь об условии E7), будем
пользоваться модифицированной функцией Ф. Неймана, обозначая
ее просто G (%(, т).

§ 10. Задачи, относящиеся к уравнению b.u = Lu-\-K
Мы ограничимся в дальнейшем внутренними задачами.

Пусть и(х, у, z) есть регулярное решение уравнения

Дм = La -f К, F0)
где L и К непрерывные функции в (D), причем L положи-

положительна.

Пусть удовлетворяв! на (S) одному из следующих

УСЛ0ВИЙ
/ ('

du.

G')dn

где /— заданная на (S) непрерывная функция.

Покажем, что не может быть двух различных регулярных

функций и, и м2, удовлетворяющих уравнению FЭ) и одному
из условий (я'), ф')> ("(')• Действительно, разность v=u1 —м2
была бы регулярной функцией, удовлетворяющей уравнению

Av = Lv, F1)

а на границе (S) одному из условий

v=0, {a)

Й-0- (т.

Тогда имели бы

fJL«»*dx = \vAvdx= \v~ds—
(-D) (V) (S)

и, следовательно,

S(^n fS*- <62){(^n
(-0) ' (S)
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В случае условий (а) и (f) правая часть F2) равна нулю.
Так как под интегралом в левой части F2) стоит неотрица-

неотрицательная функция, интеграл or которой равен нулю, то за-

заключаем, что

1/== const и It»2 —0, 1. е. V=0 в (D).

В случае условия (?3), в силу условия h > 0, имеем:

dv ,

v -т— da — —

(«) (S)

< 0

и, следовательно, равенство F2) опять возможно лишь тогда,

когда v = 0.

Таким образом, не может быть двух различных регуляр-
регулярных решений уравнения F0), удовлетворяющих одному из

условий (о'), (.3'), (тО-
Пусть ¦»„ и г»р гармонические функции внутри (D), удо-

удовлетворяющие на (S) соответственно условиям

Тогда разности ]/„ = иа
—

va и 1Л, = и?
—

v? удовлетво-
удовлетворяют на границе (S) условиям

V«=0, (a)

и внутри (D) уравнению

г. е.

AV^=LV-\~F, F3)
|де

Если решение V(at, jy, z) есть регулярная функция, то на

основании предыдущего параграфа заключаем, что

JL
, F4)
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1де

^ ( , m)F{m)dx, F5)

т. е. V является решением ингарального урав^ния с ядром

GCW, m)L(m).
Предпола1ая L ограниченным, изучим второе итерирован-

итерированное ядро полученного интегрального уравнения

L(m) J GCM, m^)L(m^G{m}, m)dxr-=-- L{m) G2№, m).

Так как интеграл or квадрата п{Ш, т) ограничен, то

G%(j)l, т) есть непрерывная О(раниченная функция точек 3W
и т, гак как мы видели, чго интеграл D3) § 9 есть функ-
функция непрерывная, если о(т) интегрируема с квадратом.

Поэтому к интегральному уравнению F4) применимы извест-

известные теоремы Фредгольма. Если ФEМ) orpai-ичена, то и реше-
решение, если оно существует, также ограничено.

Предполагая L и Ф правильно непрерывными в (D),
покажем, что всякое решение интегрального уравнения F4),
где <l>Cj)l) определится формулой F5), является регулярным
решением F3) при 1раничном условии (а) или (J3) и соответ-

соответствии с выбором функции G CW, "О-
Действительно, гак как V есть ограниченное решение

интегрального уравнения, то первое слагаемое праиой части F4)
есть функция, имеющая непрерывные производные первою

порядка и удовлетворяющая соответствующему граничному

условию. Второе слагаемое есть регулярное решение урав-

уравнения

и удовлетворяет 1раничному условию.

Из уравнения F4) следует, что V(CM) имеет первые про-

производные и удовлетворяет граничному условию, как сумма
двух функций, обладающих теми же свойствами. Таким

образом, LV правильно непрерывна в (D), и поэтому первое
слагаемое правой части F4) удовлетворяет граничному усло-
условию, является регулярной функцией, лапласиан которой

равен LV. Отсюда и следует наше утверждение. Отсюда
1акже следует, что всякое интегрируемое с квадратом реше-
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ние однородного интегрального уравнения

g{M, m)L(m)V(m)d-i F6)
Ф)

гождествегшо равно нулю.

Действительно, предполагая V интегрируемой с квадратом,
a L огряничгнной, заключаем, что LV также интегрируема
с квадратом, а поэтому функция V на основании замечания

§ 9 непрерывна и ограничена. Отсюда, как и раньше, заклю-

заключаем, что V есть регулярное решение уравнения F1) при

граничном условии (ос) или (|3). Как мы видели, такое решение
тождественно равно нулю.

Отсюда следует, что для интегрального уравнения

V№) =^ \ ° (ЭИ. L (m) V(m) dz + Ф EW) F7)

число А = — 1 не является характеристическим числом.

Перейдем к исследованию задачи с граничным условием (^').
Пусть v.( какая-либо функция, удовлетворяющая граничному
условию (Y), имеющая внутри (D) непрерывные производные

второго порядка. Такой функцией, например, является

fy
= v— Р,

где Р— ньютонов потенциал с постоянной плотностью

с = .

п | fdc, a v — гармоническая функция, удовлетворяю-

(S)
щая на E) условию

dvL_f_\dP_
dn ~~'~T~dn'

Функцию v найти можно, так как

[(
(¦ч)

Тогда

f _l_ dP\ j

J I dn)
ds

функция

С?

=

J.
1

(S)

'/rfo +
(S) (Г

dP .

dn

UPdt
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удовлетворяет граничному условию (ч)

и уравнению F3), где

| fdo.

Допустим, что V есть регулярное решение уравнения F3)
при условии (¦*) на границе. Тогда имеем:

и, следовательно,

J (LV-\-F)dt = 0. F8)

Поэтому, на основании результатов предыдущего пара-

параграфа, заключаем, что V удовлетворяет инте1ральному урав-
уравнению F4), в котором в(Ж, т) есть модифицированная
функция Ф. Неймана. Так же как для условий (я) и ({¦!),
убеждаемся, что л = — 1 не является характеристическим
числом уравнгния F7) и интегральное уравнение F4) имеет

единственное решение. Итак, приходим к заключению, что

уравнение F3) для каждого из уравнений (a), (j3), (f) имеет

единственное решение (если предположить, что L и F пра-
правильно непрерывны).

Предполагая L правильно непрерывной и положительной

функцией в (D), мы показали, что А = — 1 не является

характеристическим числом инте1ралыюго уравнения F7).
Покажем, что требование правильной непрерывности излишне.

Предполагая, что L ограничена, положительна и интегрируема,
докажем, что однородное уравнение F6) имеет лишь нулевое
решение.

Действительно, при сделанных предположениях о L можно

указать такую последовательность правильно непрерывных
в (D) функций Lk, что

lira [ (L— Lj.J^ = 0.
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Рассмотрим последовательность функций

Vk = — ~ \ G EУС, т) Ц («) V(т) d-z,

где V(m) — решение рассматриваемого однородного уравне-
уравнения F6).

Из уравнения F6) следует, что V ограничена и имеет

ограниченные первые производные, а следовательно, Vk ре-

регулярна и удовлетворяет уравнению

и соответствующему условию на границе. Умножая обе части

последнего уравнения на Vh и интегрируя, легко находим:

(D)

Но Vk и первые производные от Vk стремятся равномерно
к V и соответствующим производным от V. Отсюда следует,
как и прежде, равенство нулю решения V однородного урав-
уравнения F6).

Заметим, что сейчас, по существу, доказано утверждение:
характеристические числа интегрального уравнения

^ (Ж, т) L (m) V(m) d-z

не отрицательны. Действительно, если X < 0, тол?——1М^
и, как мы сейчас убедились, однородное уравнение F6),
где L заменено на |к\ L, имеет только нулевое решение.

Так как рассматриваемое интегральное уравнение является

уравнением типа Шмидта [ядро есть произведение симметрич-

симметричной функции О(Ж, tn) на положительную функцию L(m)],
то нее характеристические числа вещественны. Так как они

не отрицательны, то они все положительны. Если L правильно
непрерывна, то фундаментальные функции являются решениями

уравнения

и удовлетворяют на границе (S) условию, соответствующему
выбранной функции GCJul, m). Заметим, что в случае усло-
условия (f) функция V = const удовлетворяет граничному условию
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и уравнению при л = 0. Эту функцию будем также называть

фундаментальной функцией для характеристического числа 0

[И УСЛОВИЯ (•]()].
§ 11. Лемма

В интегральном уравнении F7) § 10 будем вместо -т-

писать L. Отыскивая методом последовательных приближений
решение интегрального уравнения

m)L(m)V(m)dz+f(M),
(J))

приходим к ряду

К=г»0+ Хг»1+...+А*^+..., F9)
где

О(ЗЙ, m)L(m)v]i_1{m)d?, (/5=1, 2, ...).
Ф)

Пусть / есть радиус сходимости ряда F9).
Лемма. Имеет место неравенство

\ L (Ж ( Г G (Ж т) L (m)f(m) d~.mJ d~M
Pi !*) <^. G0)

j L(m)(f(mWd~.
ID)

Для доказательства заметим, что радиус сходимости ряда

не меньше /.

Умножая последний ряд на /д/й и интегрируя по (D),
заключим, что радиус сходимости /j степенного ряда

Lv^d-. GГ

не меньше /.
Обозначим

h,n= \ Lvhvndi, Jk = IklJl.
Ф)
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Тогда

4,- f ? EЮ ¦»* EЮ ( Г^-('иI

ft* \

(D)

откуда следует

: h _2, л+1
—

...
¦— 'o,ih— J **"о"я

после чею ряд G1) примет вид:

So Л*9*- G2)

Мы покажем, что

—

<^Г<]2"' V'd)

чем и будет доказана лемма, так как левая часть неравен-

неравенства G0) есть отношение Уо к Уг
Мы будем считать / интегрируемой с квадратом, так как

предположение непрерывности / никакого упрощения в дока-

доказательство не вносит. При этом L будем считать ограничен-

ограниченной положительной.

Прежде всего покажем, что ядро GEW, m) полное, т. е.

оно таково, что из тождества

GCM, я)в(т)ЛнО,
Ф.

где о (т) функция, интегрируемая с квадратом, следует tp=*O
[если GCM, т) модифицированная функция Ф. Неймана, то

tpss const].
Действительно, пусть <Ь(Ж) регулярная в (D) функция,

обращающаяся в нуль вне некоторой произвольной области (D'),
лежащей вместе с границей в (D). Тогда ^(ЗМ) удовлетворяет
каждому из условий (я), (!3) и (f) на E).

20 Зак. 749. Н. М. Гюнтер
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Умножая написанное выше тождество на Д4EМ) и инте!

рируя по (D), меняя порядок интегрирования и учитывая, чт

в случаях (а) и О) и

- J G (SW, /я) М Ш) <%{ -= 4 (й.1) — -^ ( •* (/я) Л

в случае (-(), получим:

J <в (т) 6 (т) cfc = О

в случаях (ос) и (J3),

6 (я) (о (и) _ -L | «(/я) dx) dz = 0

в случае (f).
Ввиду произвольности функции 'lini) отсюда следует; 41

в случаях (а) и (C)
о (m) s О,

а в случае (^)

«(/и)—4 | ?(я)ЛэО,
т. е.

о (т) ==-=:-о (т) ==-=:- я (ni) dn =s con st.

Мы в дальнейшем будем предполагать, что /, не равь
тождественно нулю. Тогда в случаях (а) и ((J)

о
1
= J G (ЗИ, т) L («)/(«) ^ ф О,

(Л)

и, продолжая далее, убедимся, что vk ^ 0, (k = 1, 2, . .

Анало1ично предполагая, что L/ф const, найдем в случае (Y
¦г?, ф 0. Так как в этом случае также имеем

J v, dz = 0,
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то fj принимает значения разных знаков, и, следовательно Lvx
также принимает значения разных знаков и не может быть

постоянной величиной. Отсюда находим последовательно, что

Lvk ф const, (k — 1, 2, .. .)•
Из этих рассуждений следует, что

Lv\d-z + Q, (k = 0, I, 2, ..,)•
Ф)

Выше было доказано, что

''к
== 'к, h

—

'к-1, 1+ ]•

Применяя неравенство Буняковского — Шварца, находим:

и, используя предыдущее равенство, получаем:

Так как /s =?fe 0, то заключаем, что

т. е. отношение

не убывает и, следовательно, имеет при k -» оо конечный или

бесконечный предел, равный обратной величине квадрата

радиуса 1г сходимости ряда G2).
Все эти отношения не превосходят указанного предела,

и для k — 1 получаем неравенство G3); лемма доказана.

§ 12. Замечания относительно полюсов решения
интегрального уравнения

Пусть

—жщ— ^

резольвента рассматриваемого интегральною уравнения для

второго итерированного ядра. Так как уравнение принадлежит

к типу Шмидта, все полюсы резольвенты простые. Мы будем
предполагать, что резольвента является несократимой дробью.

20*
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Решая интегральное уравнение F7) § 10, находим:

.,_ gift. SOT
9(a)

'

где Qj^ (л) получается из 35 (к) делением на некоторую целую

функци о. Функция Q>i (X) также не имеет кратных корней.
Мы видели, что характеристические числа рассматривае-

рассматриваемого интегрального уравнения положительны. Пусть

Х15 Х2, ..
., Хй, ..., Аи, ... G6)

характеристические числа, расположенные в порядке неубыва-

неубывания, причем в этой последовательности каждое число повто-

повторяется столько раз, сколько ему отвечает линейно независимых

фундаментальных функций. Пусть

V,, K2, ..., Vt, ..., Vn, ... G7)
последовательность соответствующих фундаментальных функ-
функций, которые предположим ортогональными и нормирован-

нормированными, т. е. такими, что

f Z@) Vfc@)Vn @)^ = 0, если к Ф п,

Предположим, что функция / удовлетворяет п условиям:

fc=O, (fe=-l, 2, ..., и); G8)

мы покажем, что в этом случае числа

Aj, Aq, . . .
, A(j

не могут быть полюсами дроби G5).
Ясно, что дробь G5) удовлетворяет уравнению

&ЛК 0) = ^ f 1A) 0A, 0)^,(А, l^ + ^XJftO); G9)

если Afc — корень ^(Х), то имеем:

&i(h,O)=%L\ /-AHA,
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это показывает, что 0Х (кк, 0) — одна из фундаментальных
функций — линейная комбинация функций G7).

Если ftssn, то, на основании G8):

кк, 0)* = 0.

Умножая обе части G9) на Ь@)О>г(кк, 0) и интегрируя

произведение no (D), получаем:

1(ОH,(ХА, 0) ®г, (Л, 0)*=
)

Х,, 0)( j 1AHA, 0H, (X, 1)*,)* =

|

откуда, далее

Если X ^fc Xfc, то имеем:

f 1@)®,(X*. О)®,(X, 0)^ = 0;

но последний интеграл — целая функция X: если она равна

нулю при X Ф Хь то она равняется нулю и при X = Хк. Таким
образом,

; откуда находим: 05 (ХкУ 0) = 0; это невозможно, так как дробь
;G5) несократима. Отсюда следует, что Хк, (k = 1, 2, .,., и)
, не могут быть полюсами дроби G5).
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§ 13. Замкнутость последовательности фундаментальных
функций в некотором частном функциональном

пространстве

Мы будем говорить, что последовательность 77 § 12

замкнута в пространстве функций, обладающих данными свой-

свойствами, если для любой функции/@) эгого пространства имеет

место равенство

-к
(D)

в котором

v* 'l=2 a*>

Ввиду соотношений

0 < -1 )L @) (/ -
(D)

разность

(B)

= i U @)/a @) dx-

неотрицательна для каких угодно функций /, интегрируемых
с квадратом. Отсюда следует, что

s-i

и, следовательно,

Последнее неравенство называется неравенством Бесселя.
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Пусть А@) некоторая функция с интегрируемым квадра-
квадратом. Положим

= ^ | 1AH@, 1)АA)Л„ (81)
(О)

и покажем, что последовательность G7) § 12 замкнута
в пространстве функций /@) вида (81). Полагая

мы получим:

Здесь

А =11

A = l

(82N

7.- -- И

$>*MO)+ *»(<>)¦ (83)

,
=

т, М»)/@)

Умножим обе части (82) на L@, Vul(Q) (m = 1, 2, ...., я)
и . проинтегрируем полученное произвеление по (D). Ввиду
ортогоналыости и. гормированности последовательности Vk,
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мы получим:

(V)
к=п

2 «* J ? @) V* (°) "'» @) Л+ J
*=1 (V) Ф)

откуда следует

J Z. @) рп @) Vm @) rft == 0, (m = 1, 2, ..., н). (84)

Образуем, как в § 11, ряд

+..., (85)

который соответствует уравнению

/,AHA, 0)

согласно § 12, радиус сходимости этого ряда больше |ХП|;
в самом деле, на основании равенств (84), \v X9, ..., \п не

могут быть полюсами для (
Согласно лемме § 11,

W)

Dr.J I L @)^@)d~

f L @)^@) dz

Л @)'^@) Л

Следует различать два случая:
1°. Если число N карактеристических чисел ограничено,

то ряд (85) сходится при любом X, когда я^М Радиус
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сходимости ряда тогда равен -|- оо; неравенство (86) нам

дает:

fl@)/?*@)<fc-=0, #,, = 0

О»
и

2°. Если число характеристических чисел бесконечно, то,

ввиду мероморфности функции V, \ Х„ | -> оо, при п -> оо.

Отсюда следует, что

lim f L(О)/?2 @)^ = 0.

Ввиду соотношения
к=п

f I @) Я* @) d, == J L @)Я @) Л- 4ir

[D) (D) fc = l

полученное равенство может быть написано в следующей
форме:

Ar.
(Л) ft=l k=l (D,

и замкнутость последовательности фундаментальных функций
в классе функций, представимых интегралом (81), доказана.

Пусть / регулярная в (D) функция, удовлетворяющая
на (S) граничному условию, соответствующему выбранной

функции GEW, m) [в случае условия (f) предполагаем также,
что иите1рал по (D) от / равен нулю]. Как мы видели в на-

начале § 9, для / имеем равенство

)=— i ! О (О,

и, следовательно,

1 = ^- UA)G(O,
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Так как / ре1улярна, то Д/A) ограничена и непрерывна
в (D). Предполагая L ограниченной снизу положительным

числом a. (L^> ос), заключаем, что h (m) ограничена. Таким

образом, f (т) представляется интегралом (81) и, следова-

следовательно, приходим к заключению: для всякой функции, регу-

регулярной в (D) и удовлетворяющей на E) соответствующему
граничному условию, имеет место условие замкнутости A0).

§ 14. Замкнутость последовательности фундаментальных
функций

Мы докажем замкнутоеib последовательности фундамен-
фундаментальных функций линь для пространства функций непрерыв-
непрерывных в (D) вплоть до границы. Пусть /@) такая функция.
Для любою произвольною е>() можно найти полином Р{0)
(полином от х, у, z), удовлетворяющий в области (D) усло-
условию: [/¦—Р\<^ г и \Р]<М, где М верхняя грань для 'Я.

Пусть ев @) такая регулярная в (D) функция, которая

равна единице в некоторой области (?>'), содержащейся вместе

с границей в области (D), равна нулю вне области (?>"), со-

содержащейся вместе с границей в (D) и содержащей внутри
себя область (D'), и такая, что j<o @I^1. Мы не будем
останавливаться на том, как построить такую функцию для

любых областей (?>') и (?>"), содержащихся в (D). Предпо-
Предположим теперь, что объем области (D — D'), полученной вы-

вычитанием (D1) из (D), меньше г. Toifla функция F = P@)<s>@)
регулярна в (D), совпадает с Я в (СУ), равна нулю вне (?)")
и, следовательно, удовлетворяет каждому из граничных усло-
условий (a), (J3), (f). Кроме того,

'

F\^.M и, обозначая через А

верхнюю грань L, получим:

J L @) I/ @) - F @)]* d-. -- J L @) [ f @)- F @)p d- +
h) ф

J
(D-T)')

т. е.

fe<«e. (87)
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Кроме того, для случая (*f) булем предполагать, что инте-

интегралы по (D) от функций / и F равны нулю.

Функция F может быть представлена равенством

F = — -- G(l, Q)HFd-u
4fc .'

откуда следует, что

if vi \
4тС '

jmmi |

первое равенство (88) можег быть преобразовано к виду

4я 1 ш4 к 4« ' J ' 4г.

(Л) А- = 1 (Л) (Л)

(Л)

где

(¦D)

Последнее тождество показывает, что

=-^ I W-Fy-dx-1 J L/(F-
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и что

(Ь)

1

(¦D)

Но из (87) находим:

ф)

I d- < 1/ Г If- dx Г (F—ff- d-
J J

(D) (»)

CO CX>

(D)

откуда

(b— некоторое определенное число). Ввиду произвольности е

последние неравенства показывают, что

что и требовалось доказать.
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Нами доказана замкнутость последовательности фундамен-
фундаментальных функций в классе функций непрерывных вплоть до

границы. Имеет место теорема Стеклова: если некоторая

последовательность ортогональных и нормированных функций
замкнута в классе непрерывных функций, то эта же после-

последовательность замкнута в классе функций, суммируемых
с квадратом, т. е. в /.,. На основании теорем Стеклова и

доказанной в этом параграфе последовательность фундамен-
фундаментальных функций замкнута в классе L2.

Заметим, что теория замкнутости ортогональных и норми-

нормированных последовательностей получает наиболее полное раз-

разрешение в классе L>: только в этом случае каждой последо-
последовательности чисел, ряд квадратов которых сходится, отвечает

определенная функция из Lq, имеющая эти числа своими

коэффициентами Фурье, и тем самым имеет место взаимно-

взаимнооднозначное соответствие между всеми последовательностями

чисел с указанным выше свойством и всеми функциями
класса L2.

§ 15. О разложении по фундаментальным функциям

Цусть f и g две функции, интегрируемые с квадратом.
Тогда их сумма также интегрируема с квадратом, и поэтому
имеем:

/
(Л)

ИЛИ

со оо

где

J L/»rfx+ J Lg* dx + 2 J Lfgd-.= ,2 4f 2 *|+2 2t «A,

afc = j Lfvbdz, bk =

CD)

Так как

(D)
"-'

(Л)
Ь-1
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находим из предыдущего равенства

. (89)

Пусть (ев) некоторая область внутри (D). Положим g(m)

равной - в (а)) и равной нулю вне (ев). Очевидно, что g(tn)

интегрируема с квадратом. Тогда, применяя равенство (89),
получим:

(ш) к = 1 (о:)

Будем называть средней (с весом L) от функции / по об-

области (а)) выражение

Тогда предыдущее равенство означает, что средняя от

функции / по любой области (а>) разлагается в ряд по сред-
средним для той же области от фундаментальных функций.

Выражение

(<¦>>

назовем средней в строгом смысле от функции / но области (<&).
Предполагая, что L ограничена снизу положительным чи-

числом а

L>ot>O

и полагая g = -j-
в (ев) и нулю вне (ев), аналогично предыду-

предыдущему найдем:

т. е. средняя в строюм смысле от функции / по области (а>)
также разлагается в ряд по таким же средним от фундамен-
фундаментальных функций.

Доказанные два утверждения являются распространением
на случай функций, интегрируемых с квадратом, следующей

теоремы Стеклова.
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Теорема Стеклова. Если функция /(т) непрерывна
в (D), то ее среднее значение разлагается в ряд по сред-
средним значениям фундаментальных функций.

Перейдем теперь к теореме Гильберта — Шмидта.

Теорема Гильберта— Шмидта. Функция

f (ЗД = -^ \ I (/») О (Ж, т) h (m) dz, (90)

где h(m) функция, интегрируелоя с квадратом, разла-
разлагается в абсолютно и равномерно сходящийся ряд по

фундаментальным функциям.
Прежде всего напомним, что в § 13 была доказана зам-

замкнутость системы фундаментальных функций в классе функ-
функций, представимых интегралом (90). Отсюда следует, что ка-

каково бы ни было е > 0, найдется такое N, что

f L(/— 2 akV^ dz < е, я > N, (91)

где

1 t _ 1

Ч
~к

'к
' "

При каждой фиксированной точке Ж функция GCM, /п) ин-

интегрируема с квадратом как функция точки т. Кроме того,

L (in) и (Ж, m) Vy (m) a- == —ь-т—-,

Ф)
Vl

и. поэтому, в силу неравенства Бесселя, имеем;

I, т)й?г<Л.
k=l

В силу того же неравенства Бесселя, ряд

сходится, и поэтому по заданному е найдется Mv что

со

2 Ь\ < а, если п >- Nx.
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Покажем, что ряд

мерно. Действительно
пЛ-р

1гл.
¦

сходится абсолютно и равно

п+р

1 = »+г ?г=га + 1 * '
ft = I 'к '

к^п+1

если только я> Л^ независимо от выбора р. Итак, доказан;

абсолютная и равномерная сходимость ряда

со

2 ahVh ==«,

сумма которого есть непрерывная функция, которая обозна-
обозначена нами через о. Остается убедиться, что /= <р. Дейст-

Действительно, покажем, что интеграл от квадрата разности /— ч

равен нулю. Для этого рассмотрим интеграл

<2

где

В силу (91) первый интеграл правой части последнего нера-
неравенства меньше 2г, если п^>N.

Так как »п к ср стремится равномерно, то при п —> ос

второй интеграл стремится к нулю и для всех достаточно

больших п он меньше 2s. Отсюда следует, что

что, ввиду произвольности е, означает
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Так как L > 0, а / и о непрерывны, то отсюда следует, что

/=ср, и теорема доказана, так как о есть сумма равномерно
и абсолютно сходящегося ряда фундаментальных функций.

Следствие. В § 9 было доказано, что регулярная в (?>)
функция f(m), удовлетворяющая граничному условию, пред-
представляется интегралом (90), где h (т) = ¦— Д//1. На основа-
основании георемы Гильберта—Шмидта заключаем, что такая функ-
функция разлагается в абсолютно и равномерно сходящийся ряд

фундаментальных функций.
Учитывая замечания § 9, можно сделать то же заключе-

заключение для функций, непрерывных, удовлетворяющих граничному

условию и обладающих ограниченным (не ограниченным, но

интегрируемым с квадратом) лапласианом.

§ 16. Функции А. Корна

Рассмотрим интегральное уравнение

к(о) = А [АОШ11Л1+/@I (92)

в котором L @)
— функция, никогда не принимающая отрицатель-

отрицательных значений.

Было доказано, что

*1 ¦

сходящийся интеграл. Мы, следовательно, можем применить к урав-
уравнению (92) соображения § 11, 12 и 13.

Отсюда следует, что если последовательность фундаментальных
функций

vlt v.2 vk....,

ортогональна и нормирована, то условие замкн)тости

1 'Г
Ю

1 Г
— J L @)Я @) dx = 2 аЪ ак =

± \ L @)/@) Vk @) dx

Ф) ft = l (D)

имеет место для любой функции/@), заданной равенством

(А)

Функции, определяемые (93),
— ньютоновы потенциалы. Они не-

непрерывны во всем пространстве вместе со своими первыми произ-

производными и удовлетворяют уравнению Лапласа вне области (D).

21 Зак. 749. Н. М. Гюнтер
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Если L @) h @) правильно непрерывна внутри (D), то в этой

области

Д/= —Z@)ft@).

В дальнейшем мы будем предполагать, что L @)—правильно
непрерывна.

Если V% @)— одна из фундаментальных функций, то

Это равенство показывает, что Vj, имеет повсюду первые про-

производные, ъ е. что Уд правильно непрерывна в (U).
Итак, любая фундаментальная функция V^ непрерывна во всем

пространстве со своими первыми производными; она имеет вторые
производные, и пгптри (D) имеем'

впе (D)

Умножая обе части последнего равенства па Vj. и интегрируя
в (Df), получаем:

dn

Отсюда следует, что все характеристические числа уравнения

(92) — положительны.

Следует слегка изменить рассуждения § 14. Пусть 6 — ньюто-

ньютонов потенциал, определенный в (Dj):
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Составив полином Р, отличающийся меньше, чем на е, от не-

непрерывной в (D) функции /@)

найдем функцию /-',, равную Р в такой подобранной нами области

(D'), что объем области (D ¦—D') меньше е. В этой последней
области функция 1-\ должна иметь вторые производные и удовле-

удовлетворять на (S) условиям

На основании первого из равенств (94) сочетания giFx и t%ty
равны, поэтому второе равенство (94) дает:

/dFj\ _<М /д!>Л _dj> rdf\\ _д$
\dx)i~dx1 \dy)i~dy' \dz)i~dz'

Составим функцию F, полагая внутри (D) F = Ь\ и вне (D{)
I _= (jr. Функция г имеет непрерывные первые производные во всем

пространстве, имеет внутри (D) вторые производные и удовлетво-
удовлетворяет вне (D) уравнению Лапласа.

Отсюда следует, что на основании теоремы § 17 (II)

J JJ

Таким образом, функция F принадлежит к пространству функ-
функций (93), для которых установлена замкнутость последовательности

фундаментальных функций.
Повторяя рассуждения § 14, мы получим неравенство.

(О)
и равенство

j M0)/40)rft=^4 », =
! I 1@)/@)Ук@)Л (95)

для пространства непрерывных функций.
Не останавливаясь на доказательстве равенства (95) для про-

пространства функций, ограниченных и интегрируемых, мы займемся

теперь одним применением теоремы § 15. Всякий ньютонов по-

потенциал

21*
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в котором ft @)—интегрируемая с квадратом функция, может быть
разложен в абсолютно и равномерно сходящийся ряд

°^Tr.
L- @)/ @) Vk @)dz = ~ j /. @) h @) Vk @) d'..

Функции Vj, @) называются всеобщими функциями А. Корна.

§ 17. Интегрирование волнового уравнения

В заключение изучим уравнение

Найдем решение ?/, удовлетворяющее на (S) одному us следую-
следующих трех условий.

«
'

(97)

!
[f — функция точек на (S), которая может -зависеть от времени/],
и начальным условиям:

U -Л (х, v, г), ^ = /-1 (х, у, z) при f - 0, (98)

В случае (f) эти данные определяют движение газа (заключен-
(заключенного в сосуде) со скоростью, имеющей потенциал. Здесь U -по-

-потенциал скоростей, и если сосуд неподвижен, то <f
= 0.

Применяя замечания § 10, произведем подстановку

U = V + Ux

и заменим условия (97) условиями.

(S)
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Уравнение (96) принимает вид

г, у, 2, t); (99)

в случаях (я) и (В) Д?/, равен нулю; в случае (-;) он имеет посто-

постоянное значение. В случаях (а) и (Р) К(х, у, г, t) и Ф отличаются

друг от друга лишь тогда, когда <р зависит от времени.
В начальный момент t — 0 мы имеем:

1/ = /(х, у, г), ^ =/••(*, у, г) при t ¦= 0, A00)

причем

Итак, задача сводится к интегрированию уравнения (99) с гра-
граничными условиями:

(a) v=0;

на (S)

и с начальными условиями A00):

1/ = /(х, у, г), ^
= F(x, з', 2) при ^ = 0

Замечание. Употребляемый нами способ может быть при-

применен к уравнению

^ = Я2ДК+К(х, V, «,0+^.
Мы рассматриваем уравнение (99) исключительно ради крат-

краткости изложения.

Предположим, что поставленная задача допускает решение,

у которого функция V имеет в промежутке OSjf производную -^- ,

непрерывную в (D). Применяя к уравиению (99) прием, использо-

использованный в § 9 для уравнения D2), мы заключаем, что
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где G A, 0) — выбранная подходящим образом функция Гриьа. Hi-

пример, в случае (f)— это модифицированная функция Ф. Неймано
Но если V задана уравнением A01), то, согласно теореме Гиль

берта — Шмидта, она может быть разложена в абсолютно и равж

мерно сходящийся ряд но фундаментальным функциям интегральпоп
уравнения с ядром Q A, 0). Отсюда следует, что если решение имее

непрерывную вторую производную по t, то

V = 2 gk (t) Vk @), gk (t)= Г V @) Vk @) di, A02
Jr=i . (^

где ряд сходится абсолютно и равномеряо.
Остается вычислить коэффициенты этою ряда. Представь

уравнение A02) в виде

(Л,) (О,)

проинтегрируем его два рача по t, принимая во внимание \слови!

A00). Имеем:

t

&\[ f G(I.
b

t t

J J
0 0

A03

О О (D,)

(ад

t t

, 1 ( ( |^ [оA,
О О

Положим

С Г Г
а/с — I fVj^dx, bk — I FVic d~, c^ (t) = 1 KV/c dx,

(D) (D) (D)
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Формулы § 15 Дают-

ос

0A, ())/(l)dx,= Y.y-Vk,

327

(О,)
'-к

Т Ь,,

(D,)

A04)

причем все ряды сходятся абсолютно и равномерно. Последний ряд,
рассматриваемый как функция t, сходится равномерно; его остаточ-

остаточный член получается подстановкой т -+ со в выражение

к-т
,, ,,

к=т

к=п
к

к=п к=п ''к (D)

N не зависит от i. оно определяется свойствами ряда

образованного квадратами коэффициентов Фурье от функции G A,0).
То же самое замечание применимо и к ряау A02). который схо-

сходится равномерно, если его рассматривать как функцию от t; коэф-

коэффициент gi(t) равен -4- — ; под hi. И) подразумевается коэффициент
Кк

Фурье, соответствующий функции

Пользуясь равномерной сходимостью ряда A02), получаем
из A03)-

V • Vh -

к-\ 0 0

k=i

CO * *

AsVI f f ckit)dt*. K

о о
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Ввиду нормировки и ортогональности фундаментальных функ-
функций V/c и вследствие равномерной сходимости всех рядов, мы выво-

выводим, что

t t t t

4r.a2Xs J" J gk (t) dP = -gk (/) + ak + tb4 + J J ck (i) dt*.

0 0 0 0

Это равенство дает.

&@)--ek; A05)
после однократного дифференцирования имеем:

после же двукратного дифференцирования мы находим:

gjc(t) получается посредством интегрирования уравнения A07) с усло-
условиями A05) и A06).

Из общего интеграла уравнения A07)

gk (t) = с, cos 2a Y^Tk t + сг sin 2a Y«>* * +

t

+ (2a Yr.lk -

' к
о

видим, что искомое решение есть

gk (t) — ак cos 2а Y™-k t ^ т=-~ sin 2« V^ ]

t

1 r
_ i ^/t v~;

"*" -1*
r '*'4/c vl -/ ""

2a К «'¦* j

Итак, решение данной задачи, в которой V имеет в интервале
О — ,1 вторую производную, непрерывную в (?>), может выражаться

только в виде ряда

со

V— У { ак cos 2a Y™* t -\ ^-te-=- sin 2a Y~ri7k t\Vk +
ft_ I 2a yw.( )

-~^_
-

cfc (!1) sin 2a YT^-k if ~ ^)d*' A08)
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который должен сходиться равномерно. (Если этот ряд не сходится

равномерно, то задача не имеет такого решения, для которого V

допускает непрерывную в (D) вторую производную по t. *

Введем для того случая, когда ряд A08) сходится абсолютно и

равномерно, следующее выражение:

Легко видеть, что если

t t

ft и

t+h ;+h

ф@) = ^ ( ( (
В самом деле,

i 4 ih ',

=^[ ( ( |
t + h

n о

Ч (Г.)

f-rh ^

j 'f A)) rfi) d'- - J ( (dy-

t rh о

Заменяя в первом интеграле I через l-{~h, мы получаем:

t + h '--rh t + h

<f(r,)dY|Jrf!;— ( ( | ?

Подставляя l/(f) вместо <f и замечая, что функция, определяемая
рядом A08), удовлетворяет уравнению A03), мы получаем, составляя

'

Результаты § 15 позволяют заключить, что если ряд A08) не

сходится равномерно, то задача не имеет решений, имеющих инте-

интегрируемую с квадратом вторую производную по t.
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выражение R для A03)-
t + h !.~h

t + h •f h

'

(A)

Если 1/@ имеет вторую производную но Л то, как мы знаем,

Если R]V(>)] стремится равномерно к своему пределу в (D),
то

11т С 0A, Q)R\V(t)]dx1 = С 0A, O)lim fl[K@)d"b

<f (^) --

предел

при ft, стремящемся к нулю, поэтому мы приходим к следующему
результату если

стремится при ?=*0 равномерно к своему пределу, когда ft стре-
стремится к пулю, то сумма ряда A08) удовлетворяет уравнению A01).
Если, кроме того, функция

^_ к

правильно непрерывна в (D), то функция V удовлетворяет уравне-
уравнению (99) и, следовательно, дает решение задачи.

Для того чтобы убедиться в выполнении также и начальных

условий, достаточно заметить, что ряд A08) удовлетворяет второму
уравнению A03). Интегрируя дважды по t уравнение A01) и вычитая

результат из уравнения A03), получаем-

откуда следует в силу доказанной в § И полноты ядра
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Мы не будем останавливаться на исследовании условий равно-
равномерной сходимости ряда A08).

Замечание. В настоящее время получены более сильные

результаты относительно решения A08) волнового уравнения.

Для определенности будем говорить о задаче с условием (я).
Пусть граница (S) области (D) принадлежит ЛБ. Пусть функции
f(x, у, z) и F(х, у, z) из начального условия A00) имеют в (D)
непрерывные производные до четвертого и третьего порядков соот-

соответственно, а на границе (S) удовлетворяют условиям

/=Д/=.Р = Д/-'=_0.

Пусть, кроме того, АГ=О. При этих условиях доказывается, что

ряд A08) и ряды, полученные из него двукратным дифференциро-
дифференцированием но х, у, z, t, равномерно сходятся в области (Ь) и />0.
Тогда, очевидно, ряд A08) представляет дважды непрерывно диффе-
дифференцируемое решение задачи. Эти результаты приведены в статье

О. А. Ладыженской „О методе Фурье для болтового уравяетия"
(Доклады АН СССР, 19Г.0, т. 75, № 6). Подробное доказательство
аналогичяого утверждения для волнового уравпелия с тремя неза-

независимыми переменными х, у, t имеется в IV томе „Курса высшей
математики" В. И. Смирнова.

§ 18. О тепловой задаче

В качестве второго примера возьмем тепловую задачу. В § 7 мы

показали, что количество тепла, проходящее через границу (о)
тела (ю), находящегося внутри тела (D), за время dt равно

~йп

(здесь и — температура, a k — коэффициент теплопроводности). От-
Отсюда следует, что количество тепла, приобретаемое областью (<о),
равно

dt-kj -dndz.

С другой стороны, это количество пропорционально повышению

температуры
да

dt

причем коэффициент пропорциональпости равен произведению тепло-
теплоемкости с тела на его массу гш. Ввиду возможности существования
в теле источников тепла, имеем:

~

ерю dt = dt ¦ k I ~ da + l-\ dt ¦I ~
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вий:

Деля на со dt и стремя затем ш к нулю, мы получаем уравнение:

w=afe+-^+^K^ r^w- A09)

На границе температура должна удовлетворять одному из усло-

услосо ё = *•

(ПО)

смотря по тому, поддерживается ли поверхность при данной темпе-

температуре, или существует излучение в окружающее тело пространство,
или, наконец, задала потеря тепла на гралице.

Если задано распределение температур в начальный момент, то

должно еще иметь место равепство

a—/i(*, J', г) при < = 0. (Ш)

Применяя замечания § 10 и выбирая подходящим образом щ,

производим подстановку:

u=V+uf,
как в предыдущем параграфе, мы преобразуем уравнение A09)

(ПО')

(НЮ

условия (ПО), соответственно, превратятся в следующие:

(a) V — 0,

и'
dn

' "'•--

СО ^0.
а начальное условие напишется:

У — f(x, у, z) при f — 0.

Применяя, как в § 17, способ, изложенный в § 9, — к уравне-
уравнению A09'). мы паходим, что

V= — 0A, 0)(^-
(О.)

A12)

[G(l, 0) — соответствующая функция Грина].
Но если V задапа уравнением A12), то ее можно разложить по

фундаментальным функциям интегрального уравнения с ядром
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G(l, 0). Полученный ряд сходится абсолютно и равпомерно при
д V

том единственном условии, что функция -^- К непрерывна в

(D). Пусть
оо

V=^ gk(t)Vk@) (ИЗ)

и есть этот ряд. Для вычисле шя коэффициентов проинтегрируем
по t обе части уравделия A12). Получаем:

Q(l,O)(V-/)d-i

f

о (В,)

Полагая

г л

находим:

О A, 0)/ dt, =

f OO.OJAfOJdt,-

что дает после замены V в A14) его значением (ИЗ):

*¦=) О А--1

со оо

У ^

* Согласно сделанным выше замечаниям, этот ряд сходится

абсолютно и равномерно и в том случае, когда -^т
— К иптегри-

руема с квадратом.
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Отсюда выводим:
ak A15)

Интегрируя A16) с условием A15), получаем'

t

.Sic (t) = аке' 4wt=V -f- е~ыа V J ck(t) e4ltaV dt.
о

Таким образом, ряд A13) здесь имеет вид

^* l A17)

Если ряд A17) не сходится равномерно в (D) и при t > 0, то

задача ке имеет решений, для которых V допускает при t^O

непрерывр;>ю в (D) производную по t.*

Предположим, чю ряд A17) — абсолютпо и равномерно сходя-
сходящийся. Введем выражение

Очевидно, чго если

/ па

Ф @ = f ч (t) dt, то R \Ф (/)] = I J ч (С) <Г-

о ?

Замечая, что сумма ряда A17) удовлетворяет уравнению A14),
мы находим, образуя выражение R и подставляя V(t) вместо <f

a A,

. A18)

Если 1/ (^) имеет первую производную по / при t & 0, то

¦

Задача не имеет также решений, у которых -кг
— К—функ-

К—функция с интегрир\емым квадратом.
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Если R [V] стремится равномерно к своему пределу, то из

равенства A18) мы сразу находим A12), откуда можно заключить,

д V
что уравпепие A09') удовлетворяется, если ~^-—К правильно не-

непрерывна в (D).
Мы кашли решение этого уравнения, отвечающее условиям на

границе. Это решение соответствует и начальному условию. В самом

деле, интегрируя A12) по t и вычитая из уравнения A14). которое
удовлетворено, получаем:

J
(A)

откуда, ввиду доказанной в § 11 полноты ядра G(^(,m)% следует-
что V^o=/@).

Мы пе будем останавливаться па исследовании условий, при
которых ряд A17) сходится равномерно. Заметим только, что если

/@) может быть разложепа в равномерно сходящийся ряд по фун-
фундаментальным функциям, т, е. если ряд

сходится равномерно и если К равна пулю, то функция A17), при-
принимающая вид

l'=2 <7*e-|r-eVl/A, ,120)

сходится равномерно в промежутке 0i^ t <С + °° и имеет производ-
производную по t в промежутке а:5 *< -}- °° . « > 0.

В самом деле,

с h •< 1

и при любом а, если /.д. достаточно велико,

Таким образом, достаточно показать, что сумма ряда

равпомеряо непрерывная в (D) — правильно иепрер1явна в той же

области, дабы утверждать, что функция A20) дает решение данной
!адачи.

§ 19. Замечание о задачах, связанных с лапласианом

Незначительность успеха, пол)чепиого нами в § 17 и 18, зави-

зависит от того обстоятельства, что теорема Пуассона применима только

к ньютоновым потенциалам с правильно непрерывной плотностью.
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Можно получить несколько более общие результаты, подставляя
вместо уравнения A09'), уравнение

(j) («0 («,)

[в котором (ш) — произвольная область, содержащаяся внутри (D),
(о) — ее поверхность] и подходящим образом измепяя, если это

нужно, условие на границе и начальное условие.
Можно, например, потребовать, чтобы любая средняя от темпе-

температуры V была в пача.тьяый момепт равна соответствующей сред-
средней от заданной функции /@): по теореме Стеклова, эта последки

функция всегда может быть разложена в сходящийся ряд по сред-
средним от фупдамепталььых функций.

Можно получить более общие результаты, вводя в рассмотре-
рассмотрение функции областей и соответственно обобщая теорему Пуассона.

§ 20. Замечание о решении уравнения Пуассона
и фундаментальных функциях

Докажем теорему.
Теорема 1. Если (S) ? Лк+1(В, к) (fe>0) и ??

? Н (/, А, к) в (Dt) @ <! / <С /г), то решение уравнения

Ди = — 4те> A21)

при условиях
либо «is = 0, A22)

либо А4- =0 A23)dn s

принадлежит классу Н{1~\~2,сА, к'), если I < k, и Н (k -\ 1,
сА, к'), если l—k.

Действительно, при условии'f ? Я(/, А, к) и E) ? Л7 + , (В, к)
по теореме 2 § 20 следует, что /J[o] ?#(/-)-2, -Л, )/)
в (О<) и в (De) и удовлетворяет в {Dt) уравнению A21) и

уравнению Лапласа в (De). Поэтому каждое решение пред-

представляется в виде

и=Р[?} — v, A24)
где v— гармоническая функция, удовлетворяющая на границе

условию
либо v\s = P\'s>], A25)

*Yl -*PJ3\
A26)лиоо

dn s dn
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Рассмотрим сначала первую задачу. Если / < k, то

l-\-2 -^.k-\-l, и поэтому предельные значения Р[<а] на (S)
образуют функцию из класса НA-{-2, сА, к'). Тогда v,

являясь решением внутренней задачи Дирихле по теореме 1

§ 19 (IV), также принадлежит классу И{1-]-2, сА, X') в (Dt).
Отсюда на основании A24) следует, что и<^Н A-\-2, сгА, X'),
и теорема доказана для /< k и условия A22).

В случае / = k, хотя Я [о] ?Н{1-\-2, сА, к'), но относи-

относительно предельных значений на (S) можно лишь утверждать,
что они образуют функцию класса H(k-{-l, сА, к') на E),
откуда и следует утверждение теоремы для l — k.

Заметим, что, в силу равенства

Дис?-= f^jda, A27)
№) (S)

необходимым условием разрешимости уравнения A21) с усло-

условием A23) является

[ср^ = О. A28)
Ф)

Предполагая это условие выполненным, найдем, в силу
равенств A27) и A28), что

dP[<t]J dn
= 0,

а это является достаточным условием разрешимости внутрен-
внутренней задачи Неймана с условием A26). Таким образом, равен-
равенство A28) является и достаточным условием разрешимости

уравнения A21) при условии A23).
Очевидно, что в случае условия A23) существует множе-

множество решений уравнения A21), отличающихся постоянными

слагаемыми. Пусть и0 — то из решений, которое удовлетворяет
условию

J«0rfx = O. A29)
(D)

Покажем, чго ио?Н(/-|-2, сА, //) для l<k и

ио?Н{k-\-\, сА, //) при / = &. Действительно,

ge#(/+l, сА, а'), (/< k); f- еЯ(й, сА, X), (/ = *),

22 Зак. 749. Н М Гюятер
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и поэтому на основании теоремы 1 § 18 (III) следует, что

д! ?( + , схА, Х'),(/< А), «i ?//(А+ 1, с^, V), (/ = А),
является тем решением задачи Неймана, которое на (S) удовле-

удовлетворяет условию

[ pj«j rfa = 0.

(8)

Но из условия A29) следует

(-0)

откуда заключаем, что

\р>\
1

Поэтому •o = fi + C/^H(/-{-2,c34, X'), (/<А), а следо-

следовательно, и uo — P[<f\ — v?H(l-\-2, c4A, к') (/< А). Ана-
Аналогично для случая /=&. Теорема полностью доказана.

Пользуясь доказанной теоремой, изучим некоторые свой-

свойства фундаментальных функций уравнения Ди -|- XLu ~ 0.

Пусть Х1( Х2, ..., Хт, ... система характеристических

чисел и Vv V%, ..., Vm, .. . система соответствующих фунда-
фундаментальных функций уравнения

-0, (L>0), A30)

удовлетворяющих на (S) условию

Vm = 0 A31)
и нормированных так, что

[z,vUt=1. A32)

Теорем а 2. Ясли(S) g J/fr+1 (fi, а), (А>0) uL^H{k,A,i),
то Vm имеют ограниченные непрерывные производные до
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порядка k -j- 1, причем производные порядка I, @ -^ /<J[ k -\~ 1)

ограничены числами вида агХ?„, если I—четное число, и

—+1

а?Х,й > ^сли / — нечетное число, где at не зависит от но-

номера т. Кроме того-, производные порядка k-\-\ правильно
непрерывны.

Существование вторых производных у фундаментальных
функций Vm в каждой внутренней точке области (О4) было

доказано выше, в § 10, в предположении, что L правильно

непрерывна в каждой области, лежащей с границей внутри (О^).
Точно так же можно доказать, что если функция L имеет

производные порядка j^>l правильно непрерывные в некото-

некоторой области (D'), лежащей вместе с границей внутри (О<), то

Vm имеет непрерывные производные порядка j -j- 2 в (D').
При сделанных в теореме предположениях функции Vm

имеют непрерывные в (D{) производные до порядка fe-j-2, но

о поведении этих производных вблизи границы (S) никаких

утверждений сделать нельзя. Наша цель — доказать ограничен-

ограниченность производных Vm до порядка k -j- J, их правильную
непрерывность и указать зависимость верхней грани модуля
производной от характеристического числа лт.

Для этого рассмотрим сначала ньютонов потенциал

В силу условия A32), имеем:

1Й

Ф)

и по теореме § 24 (II) имеем:

Отсюда на основании теоремы 1 § 19 (IV) следует, что

гармоническая функция v, имеющая на (S) такие же значения,р фу , ()
как и Р \-^LVm , принадлежит в (D{) классу Я@, cskm, a'),

где а' < min (~ , а). Так как Vm = P [Jf LVm] — v, то

22*
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отсюда заключаем, что

, с,Хт, а'), A33)

и теорема для / = 0 доказана, так как | Vm | < с4Хт = я0Х)П.
Перепишем уравнение (ПО) в виде

(^) A34)

и предположим, что доказано

?^«'). A35)
Тогда из A35) заключаем, что

и на основании теоремы 1 и уравнения A34) следует:

Vm 6 И (/+ 2, в,+аХ^ *\ а"), если / < k,

V* 6 # (* +1, ак+1\%+г, а"), если / = k,

а это означает, что

<^, и gft+1 = gft-|-l. A36)

Из A33) следует, что ^о^^- ^3 (^6) следует, что

<7{ = 1 -f- -к-, если / четное число и / ^ k.

Если (S) 6^s+i> (^^- 1)> то тем самым (S) ^ Л1; и поэтому,
считая k = 0, найдем gij == ^0 -|- 1 = 2. Можно было бы к этому
выводу притти и другим путем, одновременно доказав, что

первые производные правильно непрерывны с показателем 1.

Этот другой путь доказательства приводить не будем.

Так как qx = 2 и <7г+2=<7г+ 1, то дг = 2 +Ц^=1-f^ ,

если / нечетное число и / ^ k. Этим теорема доказана.

Замечание. Аналогичная теорема имеет место для фунда-
фундаментальных функций с условиями на границе.

л„бо ^»=0,d

либо ^й + йVm = 0, (ft = const, Л > 0).

На доказательстве этого не останавливаемся.



ДОПОЛНЕНИЯ

I. ТЕОРЕМА ЛЯПУНОВА О ПЕРВЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

ПОТЕНЦИАЛА ПРОСТОГО СЛОЯ, ПЛОТНОСТЬ

КОТОРОГО ПРАВИЛЬНО НЕПРЕРЫВНА

Теорема. Если плотность [i потенциала простого
слоя

правильно непрерывна на E), то первые производные потен-

потенциала правильно непрерывны в {Dt) и в (?>е).
dV

Для доказательства заметим, что производная ^—
потен-

потенциала- простого слоя в каждой внутренней точке области (^)
или (De) имеет непрерывные производные всех порядков и

удовлетворяет уравнению Лапласа. Кроме того, ^— обращается

dV
на бесконечности в нуль. Поэтому к— есть гармоническая

функция во всякой области, лежащей вместе с границей в (D{)
д V

или в (De). Если доказать, что
^—

имеет определенные пре-

dVi dVe
дельные значения -^ или -^-?, когда точка mv оставаясь

в (D;) или в (De), приближается к точке границы E), и что

эти предельные значения -^ и -^- суть правильно непре-

непрерывные функции на границе, то теорема будет доказана.

Действительно, в силу единственности решения задачи Ди-
Дирихле, гармоническая функция внутри (Dt) или (De), предель-
предельные значения которой на E) правильно непрерывны, является

правильно непрерывной функцией в (Dt) или в (De). Заметим,
что исследование задач Дирихле и Неймана для поверхностей
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Ляпунова проводилось без привлечения доказываемой сейчт

теоремы.
Для определенности ограничимся случаем области (De)
.. dV,,
Итак, докажем, что -^— существует и является правильно

непрерывной функцией на E). Существование и просто не-

прерывность
-~ были доказаны Ляпуновым, а правильная

непрерывность была им высказана без доказательства. Приво-
Приводимое ниже доказательство существования принадлежит Ля-

Ляпунову, а доказательство правильной непрерывности Н. М. Гюн-
т еру. В последующем будем считать л < 1.

1. Пусть ?, к), С местные координаты с началом в неко-

некоторой точке т0 поверхности (S), причем ось ОС направлена

по нормали Л/о. Пусть точка Wj@, 0, 3), где 0<8<-j,
.. „ dV

лежит на нормали Л/о в точке т0. Touia, как известно,
—р

при S —> О имеет пределом -, 2itu0; кроме того, на осно-

основании теоремы § 6 (II) имеем:

Мы сейчас докажем, что
-^

также имеет предел при 6 —> О

и отличается от своего предела на величину, модуль которой
не превосходит аАЬ1. Очевидно, чю аналогичное утверждение

будет иметь место также и для (-5-) .

Пусть (?) означает участок поверхности (S), лежащи i

внутри сферы Ляпунова с центром в т0 и проектирующийся
на плоскость \, -ц в некоторый круг с центром в >п0 и радиуса.

не меньшего -j; радиус R этого круга будет выбран позже.

В последующем точка т (;, ти С) будет обозначать точку инте-

интегрирования. Кроме того, г1 и г0 будут означать расстояния

до т от /и, и т0. Имеем:

7 ^
1 де ji0 значение а в точке т0.
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> Первый интеграл правой части B) непрерывен в окрестно-
окрестности точки т0 и имеет своим пределом при 8 -> 0 аналогичный

интеграл с заменой л, на г0. Кроме того, этот интеграл от

своего предела отличается на величину, модуль которой не

превосходит числа вида аАЬ. Покажем, что интеграл

1
r'i

C)

сходится и является пределом при 6 -> 0 для второго инте-

интеграла правой части B). Действительно, из неравенств

следует, что

а это обеспечивает сходимость интеграла. Кроме того, обо-

обозначая через B8) часть (?) внутри сферы радиуса 28 с цент-

центром в т0, найдем, что модуль интеграла по B8) не превос-

превосходит -г- А B8)\ Аналогичную оценку имеем для интеграла
к

по B8), если заменить г0 на гл, так как имеем также / 2>Р-
Очевидно, имеем:

(Iх — Ро) т ] (.V- —

(Е-28)

'г?
D)

B3) B5)

Сумма последних двух слагаемых правой части D) не

превосходит 8пк~1А B8)*-. Для оценки первого интеграла пра-

правой части D), заметим, что на (?— 28) в силу неравенства (9)
12 2

§ 2 (II) имеем: —< — < — . Поэтому

— га
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и, следовательно, модуль исследуемого инте1рала не превос-

превосходит

1

56jC Л?)

Отсюда следует, что второй интеграл правой части B)
отличается от своего предела C) на величину, модуль кото-

которой меньше числа вида aAft.

Перейдем к исследованию третьего интеграла правой
части B). Прежде всего заметим, что

2г. J? 2* В

о о

т. е.

I 5 COS (NN^)

Обозначим cos (AW0) = 7. Тогда

(%)
'
1

<S)
'I v r r .

-
/

¦

(S)

E)
где

Очевидно ]/p2-j-82 есть расстояние точки т1 до проек-
проекции т' точки т на плоскость (S, t\). Поэтому из треуголь-
треугольника т^тт' заключаем, что

уу|_ 8* —

откуда

|r_i|s=t2Z±tuJ<v, F)
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и, следовательно, считая d настолько малым, что bdx<,-^,
будем также иметь:

i<T<-j- F0

Вспоминая, что f
= cos (AW0) > -к и 1—ч=1—cos

< J_ /дгдг у

11 —
Y

< 2 [у • D +1+ l) + Е Bр)>] - Ср\ F")

причем эта оценка не зависит от 8, т. е. верна для любого

положения точки mv

Поэтому подинтегральная функция в интеграле E) не

превосходит по модулю функции

откуда следует сходимость интеграла в правой части E) также

при 8 = 0.

Обозначим

и покажем, что

К, ,
(Ч

является пределом E) при 8 -> 0 и что интегралы E) и (8)
отличаются величиной, модуль которой меньше числа вида яЛ8}.

Действительно, интегралы E) и (8) по части (о), проектирую-
проектирующейся на плоскость {I, -ц) в круг радиуса 28 с центром в т0,
по модулю не превосходят чисел вида яЛ8х. Остается изучить
интеграл
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дополнения

Очевидно, имеем:

1 1

и поэтому, в силу F"), имеем:

Кроме того, имеем:

| Т
— 7 о| = i

^+-EТГ?р
"

^Г
г*, б?с- -г w в; i

<с + И(рг + &)

откуда следует, так как Г'—Го, Г2—7^ и Г—Го одного

знака,

| Га - ГЗ | = I (Г- - Tl) (Г+ Го) - ГГ0 (Г— Го) | <

Поэтому

т

I Sib Sib

'/* 2
^

2
v

Поэтому модуль интеграла (9) не превосходит

r н

"

A->.J1-х
Этим доказано, что интеграл E) омичается от своего пре-

предела (8) на величину, модуль которой меньше с38\ Оконча-

Окончательно имеем:

дУе

J
(I)

-— D-j-rfo.
00)
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Заменяя \ на ч„ получим формулу для —*--, которую, не вы-

выписывая, назовем A0,).
Пусть теперь х, у, г какая-либо фиксированная система

координат. Так как

(dV\ (dV\ ,,. ч , fdV\ , , I bV\ ,. .

-3—I = [-;—] COS Ux) -f- (-г- I COS (i,X) -(- -31-I COS(-ic),
дх>ш va,-yWi v^i/Wl W-Ah,

то \-y-j имеет опред.еленньй предел при 8 —> 0, равный

7Г5 = дг cos(Sv)-f- -p
cos (-»|Дс)-|—р-?со8(Слг); AJ)

кроме того, из полученных выше оценок следует, что

так как аналогичным неравенствам удовлетворяет каждое

слагаемое правой «асти A1).
Таким образом доказано, что ( —) стремится к опреде-v ax-in,

ленному пределу, если точка ш^ приближается к точке ш0
поверхности (S), оставаясь на нормали No. Покажем, чго

dV
к этому же пределу с гречи гея --г- при любом способе при-

приближения точки /и3 к т0.
Действительно, в каждой точке m поверхности E) поста-

поставим в соответствии ту точку пц из (De), которая лежит на

нормали N в точке m на расстоянии й от т. Значение -г—

в точке 1Щ еегь непрерывная функция точки т, так как двум
близким точкам т! и т" на (S) отвечают близкие точки т'.

и ml.
Так как, в силу A2), - ~ есть равномерный предел (з~)

при о—> 0, то -—¦ еегь непрерывная функция точки т на (S).
ОХ

Пусть от0 некоторая точка E), и т{ некоторая точка в (De),
находящаяся на расстоянии S от т0. Пусть т2 ближайшая

к тг точка (S). Имеем /¦,, < о и, следовательно, /"оч <^ 2S.
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Так как

и слагаемые правой части стремятся к нулю при 8—> О, ю

стремится к нулю и левая часть, что доказывает наше

утверждение.
dV

Отсюда следует, что
-^— непрерывна в замкнутой области

и поэтому равномерно непрерывна и ограничена. Из наших

оценок следует, что
дх

ограничена числом вида сА.

0V
2. Докажем, что -—¦ правильно непрерывна на (S).

Пусть т0 некоторая точка поверхности и х, у, z местная

система координат, связанная с точкой щ. Пусть т^ другая
точка поверхности, находящаяся на расстоянии 8 от точки т0.
Через $, i\, С будем обозначать местную систему координат
с началом в точке mv Для доказательства утверждения

о правильной непрерывности предельных значений первых

производных потенциала простого слоя, достаточно доказать,

что разности

dVe\ /dVe\ (дул _(дУЛ (дУЛ __(We\ n~~1Г^) ~1 ьг) > \ д« I \ л7,1 Лиг) \~л7) ^1б>

по модулю не превосходят чисел вида аЛ8х. Так как изуче-

изучение второй разности аналогично изучению первой, то доста-

достаточно рассмотреть первую и третью разности. Займемся сна-

сначала третьей.
Имеем:

д Vр N i

в силу A1)
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Отсюда следует, обозначая через к' произвольное число

О < к' < к,

\~dz-)mi \~W)mo

так как

/m0

| cos (fe) I -= I cos (?/V0) - cos

- cos 2 sin*

\dn)mi
J

Последнее из указанных неравенств доказано в предполо-

предположении, что р. просто ограничено. Если ji правильно непре-

непрерывно, то можно доказать, что имеет место неравенство

с показателем X. Так как мы этим пользоваться не будем,
то останавливаться на доказательстве не станем. Итак, третья
из разностей A3) оценивается величиной сгА^ .

Перейдем к доказательству аналогичного утверждения для

первой из разностей A3).

3. Для этого сначала вычислим (-г-\ ¦ Координаты точкит

интегрирования будем обозначать х, у, г либо ?, t\, ?.

Через /•] обозначим расстояние от т^ до т§. Очевидно, имеем:

? cos ($лт) -{- т| cos (ч\х) -\- С cos (Слг) = гг cos (/¦)*) = х
—

хи A4)

где х1
— координата точки ту

Используя формулу

— 2it[Xj,
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а также формулы A0), A0]), A1), A4), найдем:

Кдх/т> (А) г."

-,7*
Г'?

L»d3-f cos(Cx)X

X
(?1) P̂l

где "j^ = cos (Л^Л/); р:
—

проекция Г] на касательную пло-

плоскость E, т]) в точке /«!,' (Vj) есть часть (S), проектирую-
проектирующаяся на плоскость (;, т]) в некоторый круг с центром в mi

и радиуса Ri f-^- < /?j < dj, лежащая внутри сферы Ляпу-

Ляпунова с центром в тг Так как |С|<6,Ц+', го нее интегралы

в квадратной скобке сходятся и модуль квадратной скобки

не превосходит числа вида сА. Кроме того,

| cos (Ос) ( = | cos

= | cos — cos (Nox); < {NtN0) < ЕЬК

Поэтому модуль произведения квадратной скобки на cos(Cx)
не превосходит числа сЛ8х; при оценке первой разности A3)
это слагаемое повторять не будем.

Далее имеем на основании A0)

(дУв] ^

V дх Л„.

¦
— Vv) — 1

XI
A6)

Прежде всего зафиксируем Б, положив радиус R ее проек-

ции на плоскость (?, г() равным j.
В последующем будем

считать 6<-j. Тогда точка лежи1 на (V). Кроме того,

будем считать радиус d сферы Ляпунова настолько малым,

чтобы прямые, параллельные нормали в лгобоЯ точке части
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поверхности внутри некоторой сферы Ляпунова, пересекали бы

эту часть поверхности не более одного раза. Перейдем теперь
к выбору (Si). Пусть (?') означает фигуру, полученную

проектированием A) на плоскость (?, ¦*]); очевидно, (Е')> со"

держит внутри себя точку т1. Пусть Rx и /?2 наибольшее

и наименьшее из расстояний точки т1 до точек контура (V').
В качестве (Ej) выберем ту часть E), которая проектируется
на плоскость (&, т() в круг радиуса R1 с центром в тх
(и которая лежит внутри сферы Ляпунова с центром в /«,).
Очевидно, что (Ei) содержит (?).

Оценим площадь части (Ej) внешней к (Е). Так как

1
cos (ЛЛ N) > -к-, то эта площадь не превосходит удвоенной

площади проекции этой части на плоскость (I, ¦*]), которая,

очевидно, заключена в круговом кольце радиусов /?2 и Rx
с центром 7»j. Поэтому площадь (?г — Z) не превосходит

2тг (/?i — Rj). Покажем, что последняя величина не превосхо-

превосходит числа вида с8>. Для этого предварительно изучим раз-

разность Т\—То на части (Si), лежащей вне сферы г0 = 2о.

Имеем на основании формулы G)

Т \ — Tl = -I — 4- = sin2 (г,Л*!) — sin2 (/¦(,%) = cos2 (ro/Vo) —
^
х ''о

— cos2(r]yV])=[cos(r0A/'0)— cos(r]A/])] [cos(r0A/0)-j-cos(r1/V1)|,

причем, для определенности, будем считать г0 и гл направлен-
направленными из m в т0 и mv

Далее имеем, в силу неравенства A7) § 1 (I),

в силу неравенства (9) § 2 (II) имеем вне сферы г0 = 28 :

^2 < ri < у го> и П«ЭТОМУ

j cos(г,^,) | < ?ri

Кроме того,

! cos (ro/V0)— cos (r^j) |< | cos (r0A/0) — cos (г0Л^) | -j-

+ ! cos (rQNx) - cos (r,^) | < (A^o/Vj) + (r^) < ^
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Из треугольника т^т^т следует

sin (ууд) sin (гх

и, следовательно,

Так как сторона тотл наименьшая из сторон треуголь-
треугольника тогпгт, то угол (гогл) острый, и поэтому имеем:

(VjX-J sln(ror1)<-5--*.
Из всех этих оценок следует:

p C +2) = C5p +C°P

Так как i<i-<i, ^Л.^1, то|<Г0<1 и

у<Га<1. Отсюда следует Tj + T'o^'1' и поэтому на

основании предыдущего неравенства

I 7\ — 2оК I *1 - Го |< ClSV + c^-1. A7)

Так как T0JrT1^2, то

| Т? — Г301< | (Г? — 71) (Tj + Го)! < 2С1о'У -j- 2ф} ~\ A8)

Пусть »г некоторая точка контура (?). Она лежит вне

сферы го=28, так как 8<^-. Поэтому для нее имеет место

неравенство A7). Имеем для этой, точки:

и, следовательно,
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Аналогично находим

и, следовательно,
~ — сг,3>.

Поэтому
О < Я? — Rl < 2dc-fi'

и, следовательно, площадь (Хг — ?) не превосходит числа

вида с8Ч
d

Так как на (?г—S) г, превосходит -^ и р, превосхо-

превосходит -^, то на (Vj — X) ограничены функции

х — ХЛ. ( ТЛ А (•* —*iOi

Л Ч ) Pi1

и поэтому первые три интеграла в A5) изменятся на вели-

величину, не превосходящую числа вида сAh1, если в них заме-

заменить (?,) на (V).
Таким образом, осталось изучить разность между A6) и

-i-^i j v:— l){X xil)"lldz' (i9)

Очевидно, модуль разности первых интегралов A6) и A9)
не превосходит числа вида сАо.

Так как ] jxj — ;хо|<Л5>, а третий инте1рал в A6) oipa-
ничен, то разность третьих слагаемых в A6) и A9) отли-

отличается от произведения fi, на разность третьих интегралов
числом вида сА&; далее будет показано, что модуль разнос)и

третьих интегралов не превосходит сЬ'
, (к' < к). Отсюда

будет следовать, что модуль разности третьих слагаемых

в A6) и A9) не превосходит сАЬ' .

Пусть (а) означает часть (?), проектирующуюся на пло-

плоскость (ху) в круг радиуса 2о с центром в т0. Тогда легко

видеть, что интегралы по (а) от функций вторых и третьих

23 Зак. 749. Н М Гюнтер
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интегралов A6) и A9) не превосходят но модулю чисел

вита сАй1. Остается изучить разности соответствующих инте-

интегралов по (X — а). Сначала займемся разностью вторых инте-

интегралов. Так как на (? —а) имеем

10

(A — 4r) —

^J ^ < -4r0 • p —r +

-r Дго ^r + Ли' ± < (C]cp'-;! -f 48V2) A,

и, следовательно, модуль разности вторых интегралов
по (S — з) не превосходит

^ [Cl8J'p'-^dPT.48> Ji^
-- с.28' --1- 43' In | < c38'', (A' < a.).

Остается изучить разность третьих интегралов A6) и A9)
[интегралов по (? — а)].

Прежде всего заметим, что на (? — з)

4

, гТг^г^^г^-^1 Or Чг,
''[ — ri' 1 ^ ri ^> го ->- у

' ZP — °''

и, таким образом,

J<Pi<3?. B0)

Затем, в силу неравенства A7),

!p]-pi = k1r1-roro| = |(r-ro)r] + r(r1-ro)i<
< 8 -j- 2р (clo'-f,) + с28р"' -1) = 8A + 2с2р"') +



I. ТЕОРЕМА ЛЯПУНОВА О ПЕРВЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

и поэтому, и силу B0),

355

l/1 1
1 ¦ 1 \

Чгл hP P '

84

Далее, так как Го -\- 1 >• g > 1,

i Г2 — 1

Ко
1—1

= cos2 (гоЛ/0) < ?2г5' < (?*ri) • Boj

и в силу того, что Го-j-Го-}-1-^ 3, имеем:

Поэтому, так как 1 — у < ЕBр)\ имеем:

и аналогично

т\ — f 1

B2)

B2')
кроме тою,

| 7 _ Т] | = | cos (MV0) — cos (NNJ | < (Л/^) < ?S'. B2")

Используя неравенства A8), B0) — B2"), а также |лМ < р,

.tj
'

< 8, получим на (? — а):

T-J _ ., Г» ; !

I Pi

64 [Bс1оУ

168c4p')< с78р' — -{-с8

23*
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Отсюда следует, что интеграл по (?— а) от левой часл

последнего неравенства не превосходит

( р>-г

4r.Cn , . . d

Таким образом теорема доказана.

И. ТЕОРЕМЫ ЛЯПУНОВА ОТНОСИТЕЛЬНО НОРМАЛЬНОЙ
ПРОИЗВОДНОЙ ПОТЕНЦИАЛА ДВОЙНОГО СЛОЯ

1. Теорема I. Если имеет место одно из следую-
следующих условий:

1°. jj. — непрерывна на (S), причем (NL, N.2) < Er, \r —рас-
—расстояние двух точек т1 и /яа поверхности (S), Л/, и

Л/о — нормали к E) в этих точках], то

2Э. имеем:

||»«, — ?-т,\<Аг, (Л/,, Л^2)<&х;
потенциал

\!^)а, A)

имеет одну из производных

dn ' dn
'

то он имеет и другую, и

_
_

dn dn

Если [а0—значение jj. в т0, то мы имеем:

,„, |* / , cos (rN) , . Г cos (rN) ,

F) (N)

Jd^-^^^^+ W. -4 = 4^ в (D«), ii=0 в (De);
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отсюда следует, что если существует производная в т0, то

d_W^ d_ f* cos (rN) .

tin dn J ^ ^° r2

Возьмем за ось moz нормаль 7V0 к E) в mQ. Пусть (?)
— часть (S), вырезаемая круговым цилиндром с осью No,
имеющим радиус d. Мы можем написать:

обозначая через (?, yj, С) координаты точки m на (б1), через
р—проекцию на плоскость XY расстояния г между т0 к т.

Выберем такое d, чтобы выполнялось неравенство

Но, принимая цо внимание, что

dW d Г, . cos(rJV) . , d [' ,
, cos(r

(L) (Si')

и чго является очевидным существование производной вто-

второго члена в окрестности т0, нам достаточно заняться про-
производными первого члена. Вследствие сделанного нами вы-

выбора системы координат, мы имеем:

d Г , . cos (rN) . д |* , . cos (rN) ,

(-"> (-)

Но

cos (r/V) ,2 dG :

Г/ ^f д cos (rN) 1 , 2 cos (rM) cos (гг)

учитывая, что

cos (rN) = i- cos (Ahr) + -^ cos (Л[у) + ~? cos (Afe),
где

г2- (?- xf+ (y) - дг)» + (С - гJ,
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и принимая во внимание, чго в любой точке нормали No, x

и у равны нулю, мы находим:

1 1

д cos (rN) г у ... .
,

г /urii

-^—L = -37- S cos (Nx) + -y- r, cos (Wy j +

- 1
— cos (Л/г) =

— cos (/V_y) J-^m? a

1 ,.., cos (гг) cos (гЛ/) 1 ....

— - cos (Afe) = L-^—^— cos (№¦),

,
tos (rM)

r3

откуда
й Г,

C)

Выберем некоторое число R и рассмотрим круговой ци-

цилиндр с осью Мо, имеющий радиус R; пусть (а0)—вырезае-
(а0)—вырезаемая им часть (S), a Q (z, R) — интеграл C), взятый по

Рис. 33.

(S—а0). Положив это, обозначим интеграл C), взятый по (^),
через Q (z, 0), а тот же интеграл, взятый по (а0), через
Q (z, 0) — Q (z, R). Вводя цилиндрические коо*рдинаты, опре-
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мые точкой т0 и

(г, O) — Q(z, R)

являемые точкой т0 и плоскостью XY, имеем:

(cos Nz)
к о

Займемся функцией под знаком интеграла. Имеем:

_1_ { 3 cos (rz) cos (rN) Л
_

1 ( 3 cos (rz) r cos (rN) }
r> { cos (Nz) }

~

ri { cos (Nz)
Г

j

Для точки внутри (D) (рис. 33)

г cos (rN)=r0 cos (r0 V) -|-1 г | cos (Nz)=r0 cos (r0 V) — г cos (Afe),

для точки вне (D)
r cos (r/V)=r0 cos (ro/V) — | г j cos (Nz)=r0 cos (r0N)—z cos (Afe).

Отсюда следует, что во всех случаях

3 cos (гг) г cos (rN) 3 cos (rz) r0 cos (ro/V) „ ,

cos (Nz)
Г

cosJNz)
C0S ^rZ>Z Г~~

3(C — г)г+г^
r cos

=
3 (C — г) rn cos (roiV)

r cos (Nz)

так как

Итак, мы имеем:

Положим

Имеем:

__ zyi __ р
2 __
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Г+2врРЧг|,
рУ + 2арр>-|г|),

tf.>

i H 1 <r" 1

1г|)

Заметим, что на основании свойств выбранной нами части

поверхности (S), второй член под радикалом меньше

следовательно,

1

г5

1

л*

1 j_
 6'

Г л

2 X-

+ 2

г»

1
,

а
.

- Т'

\г\
1

г5

h

где g к h — ограгичер! ые функции.
Итак, равенство D) может быть написаю в следующей

форме:
:- R

, 0)— 9 (г, /?) = — f d? f (p. - ^
о о

2ic Л

4- I do \ (,A_a0L prfp; E)
0 0

L

здесь

(»+ 2e ^ii) (p* - 2гв)

3 ('
— z) ro cos (r0N) r

Определим верхнюю границу Q. Оценивая каждый член Q,
мы находим:

р9р2\ ррх|г|, p'2>-|^|2, px|^|-, pnp2\ ррх|г|, ррх|г|, р2р2>.
В самом деле,

I cos OqW) I < *р', r0 < 2р, fp = r0 cos a, cos a >
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Отсюда следует, что

\Q\< Aft* + Spp*| г i + Cp*| г|2,

де Л, В, С— определенные числа.

Обра 1 имея к сделанным в условии теоремы предположе-
лиям; возможно выбрать R настолько малым, чтобы было

ц
— ;х0! < в, (NN0) < ftp, * = 1 в случае 1°, \

V-
—

Ро I < ЙР- (^^о) < ? < s в случае 2°. ) ( )

В обоих этих случаях

I !*
— :*о! I <?' < * МрУ+ вр* I«I -г ср 1г I2! •

Для оценки вюрого члена в E) следует вычислить инте-

¦ралы

Находим
в к

11

г|2

,1 /-'
~~"

о Л
'

1чак, все интегралы G) ограничены и, кроме того,

'.'it R

I' I'' '2 __ 0,2

2 (г, 0)-9(*, /?) = — | rf? I (^-^'^-y^prfp+sK,, (8)
о о l

Tie ^j — ограниченная функция.
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Заменяя в G) г на —г, мы получаем:
•>- 1!

Q(—г, 0) — Q(— г, R) =-— \ do \ X

ч , / ч

'- — 222

откуда

2(г, 0) —Q(— г, 0) =- Q (г, /?)— Q (— z, R) -f г (AT, — К2);

выбрав /?, выберем г так, чтобы было

\Q(z, R)-Q{-z, R)\<e;
аго возможно, так как Q (г, /?) стремится к пределу, когда г

стремится к нулю. Отсюда следует, что

|2(г, 0)— Q(— г, 0) j < sL, L= 1 + \КХ \ -\- |/fal.

Последнее равенство показывает, что если одно из коли-

, 0), Q{~2, 0)

ст-ремится к пределу, когда г стремится к нулю, то другое
стремится к пределу, равному первому, что и требовалось
доказать.

Замечание. Если в случае 2° имеем (Л^, ЛУ < гр\ то можно

даже предположить, что

| |А — (А0 I < 0@ i log p\.

В самом деле, полагая

б^Д = Ь;Л~ '.(А
можно выбрать R достаточно малым, чтобы fef'-T. было меньше г,
и использовать множитель р\ чтобы рт' log о стало ограниченным
Заменяя р}- через pk~Ti, мы сохраняем форму неравенства, получен-
полученного для | Q |.

2. Считая, что точка (х0, у0, zQ) нахолится на границе (а0),
положим: _

х0 — R cos в, yu = R sin о.

Теорема II. Если плотность и. потенциала двойного

рлоя A) „

«)
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удовлетворяет одному из условий теоремы I, и если усло-
условие Ляпунова

(И — Но)d<? @<v) (9)

удовлетворено, то потенциал W имеет в точке т0 нор-
нормальную производную.

Замечание. Обобщая условие 2°, можно положить:

'

'^т
—

I-Sh ' ^ Лг | 'og г I. если (^Vt, N,) < sr\

Неравенство (9) позволяет оценить первый интеграл в фор-
формуле E)

Q(z, O)—Q{z, R) =
-'it R

d<?
ft 0

Имеем:

(u — <j.o)'

•Jic К

О О

'

do (jj. —(

P rffJ

-g-

"" ^o) "'-

о

к

В самом деле,

Обращаясь вновь к оценке, найденной для \Q\, и обозна-

обозначая через а верхнюю границу lu — »ао[ и, соответственно,—-
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верхнюю 1ранииу щЛ или арх г> на (з0), мы заключаем, что

lQ(z, 0)— Q(*. tf)j< -ч-^Н- s/C. A0)

Рассмотрим круговой цилиндр с осью No и радиусом

/?i</?. Пусть (oj) — вырезаемая им часть E); обозначим

через 2 (г, #,) интеграл C), взятый по (S — °])-
Интеграл C), взятый по поверхности между двумя цилин-

цилиндрами, равен

2г. Б 2г. К

При г = 0 последнее равенство даег:

12@, /?,) — Q @, /?) =

f f f f
0 J?,

так как при z — О

г,=-Р,

Во втором члене

откуда следует, что

¦2т. R

0 Jf'

f rf? С J

Пользуясь условием Ляпунова, получаем для первого члена:

do ff f(^-^o
2т=

f (st- <«
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Отсюда следует, что мы имеем, не вводя R{ в правую
часть неравенства:

| 9 @, tfj) — О (О, R) I < aR- + ebRK A1)

Ввиду тою, что правая часть A1) становится бесконечно

малой вместе с R, мы выводим, что 2@, R) стремится
к пределу при R, стремящемся к нулю. Пусть этот предел
parsen /„•

HmQ@, R) = L, если R-+0.

При Rv стремящемся к нулю, мы получаем из A1):

!2@,«)-i|<^-L*. A2)

Изучим теперь разность

9 (г, 0) — L

интеграла

An ('n

нзятого в точке т, и только что найденного нами числа L.
Имеем:

о (г, 0)
- L = [Q (г, 0) — 2 (г, /?)] -|-

-J-[Q(O, /?)—Ч-Ц[9(г, /?> —9@, /?)]

и, благодаря неравенствам A0) и A2),

|9(г, 0)— L\^aR'-4rsK-j-sbW + \Q(z, R) — Q(Q, R)\.

При произвольно выбранном г, R было так выбрано,
чтобы удовлетворялись неравенства F); предположим, кроме
того, что

«/?" С г.

Получаем:

\Q{z, 0) —/J <8В-Н9(*, Я) —9@, /?)j.

; Сохраняя значение, выбранное для /?, мы можем предпо-
тягать z настолько малым, чтобы разность

\Q(z, Я) —9@, R)\
была меньше е. Отсюда следует, что

\Q(z, Q)— L\-<Cb при |г'<г0
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и что

Mm 9B-, 0)==/., (г->0),
dW

т. е. что —г~ стремится к определенному пределу, когд;

точка т нормали No к (S) в /и0 стремится к т0, что и тре-
требовалось доказать.

III. ТЕОРЕМА О ВТОРЫХ ПРОИЗВОДНЫХ
НЬЮТОНОВА ПОТЕНЦИАЛА

Теорема. Если плотность jj. ньютонова потенциала

определена и правильно непрерывна в конечной области (?>),
ограниченной конечным числом замкнутых поверхностей
Ляпунова, то вторые производные потенциала правильно

непрерывны в (D) и вне (?>).
Доказательство разобьем на две части: 1) докажем пра-

правильную непрерывность вторых производных в (D), которую

будем называть (Dt), и 2) докажем правильную непрерыв-

непрерывность вторых производных в (De).
1. Приступая к доказательству, напомним, что из фор-

формулы F1) гл. 11, если положить в последней ft
= l, следует:

д j dt) I ,. г . dc2 .

дХ J Гча .' Г.>п

(П)
-

'Ч

и эта формула справедлива, если т0 в (О€) или в (De).
Суигествование в (Dt) вторых производных ньютонова

потенциала с правильно непрерывной плотностью было дока-

доказано в § 14A1) и там же было дано их явное выражение.
Мы воспользуемся замечанием конца § 14 и выберем в ка-

качестве области (?>0) всю область (D). Тогда, например,

для
g получим следующее выражение:

,„ 1

д*Р д* Г dr2 ,

'

дх< .) л>0

/"го

Ф/ Ф)

или, если воспользоваться формулой A),

дх*
2,

^

-^W I cos .1 ^~
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На основании теоремы § 7A1) заключаем, что правая
часть A), как потенциал простого слоя с правильно непре-
непрерывной плотностью — cos (Nx), имеет правильно непрерывные

первые производные в (Dt) и в (De). Отсюда следует, что

первое слагаемое правой части C) есть правильно непрерыв-
непрерывная функция в (Dj), как произведение двух правильно

непрерывных и ограниченных функций. Остается доказать пра-

пильную непрерывность второго слагаемого правой части C).
Для краткости дальнейшей записи обозначим:

—^- =/(«a,«), D)

где т (?, 7], С) — точка интегрирования.

Таким образом, докажем правильную непрерывность ин-

интеграла
'

| ,„ m)dt. E)

Пусть теперь т0 и /гех две точки области (D{), расстоя-
расстояние между которыми обозначим 8. Через (D, 28) обозначим

часть области (D), лежащую внутри шара B8) радиуса 25

с центром в «0. Имеем.

в (m0)—

j*

' — J (jj, —ao)/(wo, m)rft-4- [ [({i — p,)/(fflp /«) —

;Л Й) G7-G7, 2S))

— (t1 — !*о)/('ио>  W-- ((>)

Первый и второй интегралы правой части равенства F)
не превосходят по модулю чисел вида сАЬх. Действительно,

4 4
очевидно I/(/ft0, w)| < —г и !/(//!,, /и)| < —, где г0 и г1

—

1
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расстояния точки т до т0 и т,. Поэтому

m)d-\< 4Л

< 4Л I г[~ (/:-¦-—Ло';

аналогично оценивается первый интеграл, если учесть, что

(D, 26) лежит в шаре радиуса 36 с центром в отг Остается

оценить последний интеграл правой части F). Для этого за-

заметим, что вне шара B8) имеем:

-г < г' < - г

1 де г' — расстояние точки т до любой точки отрезка тотг.
Кроме того, на основании D) имеем:

/(от,, m) —f(m0, от)---- (^-(— -

,. 1

откуда находим:

Отсюда следует, что

(!* — \lo)f(mo, "OK

f \
u m)\

32

Пусть /? означает диаметр области (D). Тогда из послед-

последнего неравенства находим, что модуль третьего интеграла
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правой части F) не превосходит

в к

4тг Г 16с48 J г*-4/-; rfr0 -f 32Д8>- J r^^ rfr0] -

и, таким образом, функция <?(т0) есть правильно непрерыв-

непрерывная функция в (Dt).
Этим самым завершено доказательство первой части тео-

теоремы о правильной непрерывности вторых производных по-

потенциала в (?><).
Прежде чем переходить ко второй части, заметим, что

при изучении разности F) ничто не мешало точки т0 и тг
считать принадлежащими границе (S) области (D{); поэтому
<s(m0) есть правильно непрерывная функция на (S). Э|им за-

замечанием воспользуемся при доказательстве второй части

теоремы.
2. Докажем, чго вторые производные ньютонова потен-

потенциала с правильно непрерывной плотностью правильно не-

непрерывны в (Ле). Для доказательства заметим, что

вне области (D) является гармонической функцией во вся-

всякой области, лежащей вместе с границей внутри (De).
Если мы покажем, что рассматриваемая вторая производ-

производная стремится к определенному конечному пределу $(тг),
когда точка т0 стремится, оставаясь в (Д,), к точке тх
границы, и что этот предел является правильно непрерыв-
непрерывной функцией ^(^i) на (S), то теорема будет доказана.

Действительно, в силу единственности решения задачи Ди-

Дирихле рассматриваемая вторая производная ньютонова потен-

потенциала совпадает с решением задачи Дирихле для заданной

на E) правильно непрерывной функции. Как мы видели,

такое решение является правильно непрерывной функцией
в (De).

Итак докажем, что 'H^i) существует и является пра-
правильно непрерывной функцией на E).

, 24 Зак. 749. Н М Гюггтер
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Пусть тг некоторая точка поверхности (S). Пусть точка т0
в (Ое) лежит на нормали ЛГ, в точке тг иа расстоянии 8
от mv Через рг обозначим значение а в точке tnv Тогда,
используя A), найдем:

Л
~дх-

Как мы уже упоминали,

(О) (П) (Л)

д I cos i

(S) (О)

= К-1? ('«о)+«('«!, 8). G)

есть правильно непрерывная функция в (?>{) и в (Ц,). Ее пре-
предельные 1из (De)] значения на (S) образуют правильно не-

непрерывную функцию, которую обозначим J3 (тг). Имеем,
кроме того,

и, таким образом, первое слагаемое G) имеет пределом

при 8 -> О

Докажем, что второе слагаемое «(/«lt 6) стремится к

(8)

когда точка т0, оставаясь на нормали ЛГ,, неограниченно
приближается к точке ?«,. Заметим, что правильная непре-

непрерывность «(wij) как функции от, на (S) уже была доказана
в п. 1.

Пусть (/), 28) обозначает часть (D) внутри сферы ра-

радиуса 28 с центром в тг. Тогда имеем:

ot (rnv 8) — о (даj) = ]*(!*— pjf(mo, tn) dz —
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(Л, 2S)

<Л, 25)

+ J ({* — f*i)[/(m0» '») —/(mj,m)]dt. (9)
(Л-(Л, 26))

Как мы видели раньше, второй и третий интегралы пра-
правой части (9) по модулю меньше чисел вчда сАЬу.

Для оценки первого интеграла заметим, что

и поэтому

Отсюда следует, что модуль первого интеграла правой
части (9) не превосходит числа

" *
« ¦"*

I \ • „ I •* I ,,

г

(j7, 23) (D, 25)
°

3?

О (Л^ 20) 0

16--6х

J
—

так как сейчас будет доказано, что

ограничен для всех 8, не превосходящих любого заданного

числа, например й.
' Действительно, пусть I, -г\, С местные координаты с на-

началом в точке ти причем ось ОС направлена в сторону

24*
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'

точки т0. Очевидно, область (D, 25) лежит в области, огра-
ограниченной поверхностями

* =-28, С =

Поэтому, так как г0 = у ра-\-(8 — Q-, имеем:

?-. 25 if1 +"*¦

21

о' '
'

28 25

Xfl ^&Pi+X -lrfp = -2gf ^^
^ L у рл -f (S — bo' + ьу J J Ул-=+9 [3+ У^+9]

a

+ 2* f—=-__ =4^^^=^ - <1 .1 ух^+{\—№'лг1+'J1У-*:2+A—6В^+^ + A№*1+ ^)]

<2z (' ^-^
'

«J У^ + A — M^it-*^4-(i —

и последний интеграл является ограниченной и непрерывной

функцией от 5 в любой окрестности 8 = 0.

Таким образом,

<x(mv 8)— <p(/«j)|< Ы8>Л A0)

Итак, если точка т0, оставаясь на нормали Мг в точке mv
стремится к /«j hi (S), го

стремится к пределу

P()+ (»j), (И)
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причем

1«('»о) — ''ЛЩ)\<сА^'. A2)

Кроме того, из правильной непрерывности jj.j, f3(mi)
и «(mj) на E) следует, что

!-'}('«')К
если от' точка E), отстоящая на расстоянии 8, от т}.

Из (И) и A2) легко следует, что A2) имеет место для

любой точки ;и0' в (О,,), отстоящей от /и, на расстоянии, не

превышающем S. Действительно, тогда расстояние точки т0
до ближайшей точки т' на (S) не превосходит S и, следо-

следовательно, расстояние 8t от т, до га7 не превосходит 28. От-

Отсюда имеем, так как точка т0 лежит на нормали N'
в точке т',

I <¦> («о) - * К) КIш («о)—* ('«') 14-1Ф ('»') — 'Н'«,) I <

< cAW ¦+¦ c}ABbf = сяАЪ>',

что и требовалось доказать. Таким образом, вторая производ-
д*Р

ная ,—.- имеет определенные предельные значения ^("h) и

последняя функция правильно непрерывна на (S). Этим тео-

теорема доказана.

IV. ПРЯМЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ПОТЕНЦИАЛА ДВОЙНОГО СЛОЯ
И НОРМАЛЬНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ ПОТЕНЦИАЛА

ПРОСТОГО СЛОЯ НА Лк

Сейчас докажем георемы 3 и 4 § 21 гл. II.

Теорема 3. Если (S) ?Л,+2 (?,'/¦)> У-€#(А А, X) на (S),

(/>0), то №>]?#(/+1, сЛ, X') на (S).
Теорема 4. Если (S)^JTl+ti(B, к), ;х ^ // (/, А, X)

/ш (S), (/>0), то --^^1 ^Я(/4-1, сА, У) на (S).
Мы сначала докажем теорему 3.

Пусть т0 некоторая точка поверхности (S), I, т,, Ч.—

местные координаты с началом в т0. Будем считать радиус

d0 круга Ло выбранным настолько малым, чюбы круг (Ла)
радиуса 2й0 и концентрический с (Ло) также содержался

в проекции на плоскость I, t\ части (?) поверхности E).
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Мы будем считать, что ji(S, т])?Я(/, А, X) и F(l, ?])?
?Я(/+2, В, к) в (Л,), и докажем, что W>] ? Я(/+1,
сД, X') в (Ло).

Имеем:

cos (r12^2) -i I Г COS (/«Л/о)
^^йз4 | B)^do.2. A)

(s-i)
rv>-

(i) '12

Интеграл по (S1 — ?) является функцией I, f\, С, имеющей
непрерывные и ограниченные производные любого порядка
по Е, f], С в некоторой области, содержащей поверхность (So)-
Заменяя С на /^(S, f]), получаем значение первого интеграла
на (So)- Так как /^(Е, ?]) имеет производные по I и tj до

порядка /~-)-2, то это же можно сказать о первом интег-

интеграле и, следовательно, первый интеграл принадлежит классу

#(/-)-1, схА, 1) в (Ло) и тем самым классу ИA-\~1,сА, \')
в (Ло).

Координаты точки ш5 обозначим X, ч\, {,, а точки т2
интегрирования —через (х, у, г). Тогда имеем:

cos {гуЛг) =

Р (S. ¦»!)
— /¦' (jc. у) + {х- 6) /-'е (*.

так как

12
ri2

' 1J
rn

cos

Г,2
' "

Vi

cos (Л/»?) = — га (-^i V) cos (A/oC),
cos (Л^-ч) = - F; (лг, у) cos (Л/у:).

Поэтому имеем:

(S)
^12 *(A)

ч
/-1 E. m) - F (x, y) + (x- S) /--? (jr. jf) + (jf - t|) /•'' (jr. jr)

X ; —'-г dx dy.^

\У(х- iy +(y- 4)« + IF (x, y) - F E, r^f
B)
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Пусть со (л) функция, имеющая непрерывные производные

до порядка /-j-З для всех /"!>0, равная единице для
о

/•<^-н-^о и равная нулю для r~^-2d0. Положим

. У) = !А (*. У)

причем будем считать jtj (x, у) и Ft (x, у) опгеделенными

на всей плоскости х, у и равными нулю вне (А,).
Очевидно, ц (х, у) = ца (*, у) и F(x, у) = F^ (x, у) в круге

J/ х^-^-у'1 <; у rf0. Поэтому интеграл B) отличается от ана-

аналогичного интеграла, полученного заменой il(x, у) на ji, (x, у)
и F(x, у) на F, (х, у), интеггалом по части (А) вне указан-
указанного круга. Последний же шггарал также принадлежит

Я(/+1, сА, //) в круге (Ло).
Функции jj., (лг, у) и F} (x, у), так же как и ^(х, V)

и /^(л:, _у), имеют в (А,) непрерывные производные до по-

порядка / и /-f-2 соогветсгвенно и принадлежат там классам

//(/, сА, к) и //(/-)- 2, ей, л), так как этими же свойствами

обладает ш(]/л:2-)-_у2). Более того, функции [t5 (лг, _у) и

F, (a:, j) обладают указанными свойствами на всей плоско-

плоскости (лг_ у), а на границе круга (Ах) и вне его ji, и Fj — их

производные до порядка / и /-{-2 соответственно обра-
обращаются в нуль. Для доказа!ельства теоремы достаточно пока-

показать, что

?& 4)'=-= J j h(*J)X

принадлежит классу //(/-j- 1, сЛ, X') в (Ао).
В дальнейшем вместо \i} (х, у) и ^(л:, у) будем писать

р(х> У) и F(x, у), а областью интегрирования считать всю

плоскость х, у.
Перейдем к полярным координатам с полюсом в точке

тх (?, ч\), положив

х = % -\- р cos 0, у = т,-|- р sin в.
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Тогда получим:

2т оо

//•J
О О

1де

K(l, i\; р, 0) =

/¦'(w2) — /-'(w,)-! pcos6 • /-'t (m2)+psin6-/\
D)

Изучим ближе функцию /<"(;, tj; p, f)). Имеем:

l

F{m.2)-~ F (OTj) = J ~ f(? -f- to cos 0, f] -j -to sisin 4\at =
и^

¦

...

0

1

= J \F;'(m)p cos 0 -I- Ft, (w) о sin 0] dt =
0

1

= P Г \Fi(m)cos 0-j- p'(OT)sin b] dt,
о

где m означает точку с координатами i-\-lpcos<), 7]-f-/psin Ц.

Поэтому функция

4'j(;, yj; p, 0) = ;

1

= J IF\ (m) cos 0 + F'n (m) sin 0J

имеет по всем аргументам I, rt; о, 0 непрерывные производ-

производные до 1-\~ 1 порядка.

Далее, интегрируя по частям, получим:
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1

— *WiF(m)di— Fs.(m2)?cos(>-\- Fr:(m<,)psinb —

i

— p2 I /f/7??('»)cos29 4-2/7^(OT)cos9sin9 + /7r'Ti(m)sin2f
о

откуда следует, что функция

/(«!) —/•'(«2)+Р cose ^(т^ + р sin fif'(m2)
V2(E, T, р, 0)= -^ '- =

i

= J t [F'k (m) cos** 6 -j- 2F"Ti (to) cos 9 sin 0 +
о

+ />,(/«) sin2 91 rf/

имеет по всем аргументам S, tj; p, 6 непрерывные производ-
производные до порядка /.

Так как

КИ г- п ЙЫ
2Ч'( б) T(S 8)

7г
РЧ К 1

7 р
«• Ч P. fi) Is l/l + Ч-J (S, т.;

то функция КE, т]; р, 9) имеет непрерывные производные
до порядка / по ?, т(; р, 9. Этим же свойством рбладает
функция |л E-(-р cos (J, т)-|-psin 9). Поэтому производная по-

.рядка / от о (I, i\) no \ и т) представится конечной суммой

интегралов типа

^(№) (g + Р cos 9, 7i + р sin б) КA~м\1, % Р)

/я = О, 1, ...,/,

E)

где (i(fll) означает какую-либо производную порядка m от

[J- (?, т]) и /<"(г""т) означает какую-либо производную порядка
/—m по 5, т] от /("($, т]; о, 0). Отсюда следует непрерыв-
непрерывность и ограниченность числами вида сА всех производных
до порядка / от функции в E, т]). Для доказательства тео-

теоремы достаточно показать, что интеграл типа E) имеет пра-
правильно непрерывную производную первого порядка в (Ло).
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Пользуясь формулой D), изучим подробнее Kv~m\l, ч\;

Р. «)•
Пусть Ф (Е, i\) какая-либо функция. Выражение

- Ф (с, 71) - Ф (лг, у) + {х — I) Ф; {х, v) + (y—i\) Ф; (х, у)

будем обозначать через {Ф}. Заменив х и у на S-f-pcos6
и -rj-j-psinQ, получим функцию от \, f\; о, 0, которую обо-

обозначим {Ф}. Таким образом, числитель дробт* D) есть \F).
Очевидно, производная от [F\ no E и т, получается за-

заменой F на соответствующую производную, т. е.

Разность Ф(х, у)—Ф E, т)) будем обозначать |Ф], а функцию,
полученную заменой х и у на S -j- p cos 6 и -г] —f— p sin б,

через [Ф]. Очевидно, что

Докажем, что производная порядка k (fe^>l) no ? и т]

функции (р2-\-\F]2)~Jb является суммой конечного числа сла-

слагаемых вида

Действительно, первая производная равна

что доказывает утверждение для &= 1. Пусть fej > 1. Пред-

Предполагая, что наше утверждение верно для k~kx— 1, по-

покажем, что оно верно и для fej. При дифференцировании
каждого слагаемого F) будем иметь: при дифференцирова-
дифференцировании первого множителя число р увеличится на единицу и

добавится множитель [F\ [f A)]-, при дифференцировании

Д [F'Vj получим сумму 2р слагаемых того же типа, и в каж-

каждом слагаемом одно из v^ на единицу больше исходного.
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Таким образом, производная порядка kx~k-\-\ будет сум-
суммой слагаемых либо типа

либо типа

fr
что доказывает справедливость нашего предположения для &1(
если оно верно для k = k^ — 1. Так как для k=l утвер-
утверждение верно, то оно верно для всех к, для которых суще-

существует производная от F, т. е. в нашем случае для fe^/-j-2.
Из всего изложенного следует, что К{Г~т) (?, -ц; р, 6)

является суммой конечного числа слагаемых вида

ар .

если считать для р~0 произведение JJ [F(v«>] равным еди-

нице.

Слагаемое G) обозначаем через /?(?, tj; p, 0). Если в G)

заменить \F®>), \F^t\ [F], р на {F{<1)}, [F^], \F\,

Y(x— ^J~\-(y—*rifi> т0 полученную функцию будем обо-
обозначать R(t, T|-, x, у).

Покажем, что R ограничена. Действительно, так как <7<7,
то Ф = /7(")^ЯB, В, X) и, следовательно,

—П)(Ф,(*, J)-Ф^(?', V))I

где (;', i\') — некоторая точка между (х, у) и (I, f\)t p' — ее

расстояние до (х, у).
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вательно,
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)?ЯB, В, X); следо^

| [F<V Ц = | F^(x, у) - F<*t\\, т)) | < 2Sp.

Поэтому, учитывая, что p2-j- [Z7!2^?2, получим:

< BД + 1)«+' = с,.

Отсюда следует, что интшрал E) является конечной сум-
суммой слагаемых вида

= f ( vlm)(x,y)^-dxdy. (8)

о о

Так как ;/i</ и y.?H(i, A, a), to ц.<"' ^H(l — m, A, X),
и тем самым ^<'">^Я@, Л, л) для всех т^1. Кроме тою,

мы имеем, что Fiq) и /^V ^ ЯB, /?, а); будем теперь счи-

считать и F?tfB, Б, X).
Теорема будет доказана, если покажем, что интеграл (8)

принадлежит в (Ло) классу И{\, сА, X), когда \i , F
,

/7<v» и F принадлежат на всей плоскости упомянутым клас-

классам, и обращается в нуль вне круга Аг.
Предварительно изучим функцию R. Докажем следующие

неравенства:

(9)

{г- 0°)
cJ /?

di- p P1
'

di

n

э P-
'

di) p

д R

dr\ p

P4
'

"

f
'

j <J /?

1 drf p

Для сокращения записи будем обозначать через Ф,

через \F^i>\ через -Ья, через

'!/.,„/•-'2?из) через 2„. Тогда на основании G) имеем:

{Ф}пр
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и, следовательно,

№ р -v (

Мы уже видели, что

Далее имеем:

_д_ —\а/(с ч_

d2 /•

~{Ф} = 1 Фи I < В-

Дифференцируя Qp, получим:

——
—
— Bи-4-3)-

' 5

/1/" Ч * i S

d?

{Ф}|<4Вр».

откуда заключаем:

d?

и аналогично, дифференцируя еще раз, получим:

-р

381

A2)

A20

A3)

A4)

A40

A5)

A5')

где Bj и В.2 зависят только от В и /. Неравенства (9) и A0)
легко следуют из A2) и A20 и последних неравенств

A3)—A5).
Функцию типа G) обозначим /?j (;, т,; р, 6) и соотве1-

cnmmoR,{l,%x,y), если Fw^Hjl, В, Я) и F'V ? ЯA, В, X).
Рассмотрим теперь функцию R(t, ij; p, 0), оггределяемую

равенством G). Очевидно, ее производная по \ является ко-

конечной суммой слагаемых того же типа G), причем в одном

из слагаемых fw' заменено на /=l(9+v)) B другом р увеличилось
на единицу, а и каждом из остальных одно из vt увеличилось
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на единицу. Отсюда следует, что —?г есть конечная сумма

слагаемых типа Rv
Докажем, что

di p

гЛ-з d_R1
дч\ ?

гЛ-3

A6)

A6')

И вместо второго из неравенств A3):

| {Ф} | Н Ф & -п) ~ *(*.

х ф; (*, ^) i = i (*-

'-'Ч)(Ф;(*,Д')-Ф;F', т,'))|<2ВР1+Ч A3')

Из неравенства A6) следует, что на основании сказанного

выше

:с^-к A6")

Действительно, так как Ф?ЯA, В, X), то вместо A4) будем
иметь:

- -ч) X

Тогда на основании A2), A3), A3'), A4") и A5) прихо-

приходим к неравенстиу A6'). Неравенство A6) следует из A3'),
первого неравенства A3) и того, чго /?г = р {Ф\ Qp-

Рассмотрим интеграл
2я оо

'

~ Г Г 1
R($,'H;p,-b)dpd4= | —/?(;,i\] x,y) dxdy.

оо
J " P

A7)

Покажем, что <?($, т,)^ЯA, с, к'), где с зависит только

от В и выбора //.
Действительно, о* 1Х>

_ г г ¦

^
о б

причем

с»; J J d? '

и о
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В силу A6") имеем, если 0 < Sj < 62,

откуда следует, что -—-

при о -> 0 равномерно стремится

к пределу

J1 # A8)

который и является производной интеграла A7) от %. Таким

образом, A8) есть —•.

Покажем, что интеграл A8) принадлежит Н@, с, //).

Действитель! о, так как
~^—

есть конечрая сумма функций Rv

то достаточно показать, что интеграл
21с со

о о

j j A9)

принадлежит классу H(Q, с, А').
Пусть mo(i, т() и m1(il, щ) две точки, расстояние между

которыми обозначим 6., Через р, обоз1 ачим расстояние от т1
до точки от2(лг, у). Тогда

"

"Л A,2), , Г
"

/?] @,2) .
,

'

('/?,(!, 2) , ,

, р,
dxdy— J ^ -ii_irf^rf_y=^ j-LL.-i^dy—

• B0)
р'<25

'

p > 26

В силу*неравенств A6) имеем:
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и аналогично, так как круг р<^25 лежит в круге р, ^ 38,

получаем оценку 2т.сй-—~ для первого ин1еграла правой

части B0); поэтому сумма первых двух ин тралов правой
час!И B0) не больше числа вида со\ OcraeiCH оценить по-

последний интеграл правой части B0).
В облас!и р^>28, в силу неравенсша (9) § 2, имеем:

1 ^ ' ^ 3

-2-р<Р <^?>

где р' расстояние ючки tno до любой из точек т' о [резка тот1.
В силу неравенства A6') имеем:

Pi

2с6 ^ , 2л, • 23-х со

Поэтому, учитывая, чго R^ обращавica в нуль для доста-

достаточно больших р, найдем:

fFl

1-Х. 1 — л

если А<1. Если А=1, получим оценку 2ксЬ\п-^<. с"Ь'',

где А'< 1. Таким образом, левая часть B0) меньп е числа

вида crj' и, следова|ельно, интеграл A9) из класса Я@, с, А'),
а поэтому «(I, ч])?ЯA, с, А').

Перейдем теперь к доказательству того, что ишеграл (8)
из класса ЯA, сА, V).

Вместо ц(ш) будем iincaib просю jj., счи1ая [j. ^Я@, Л, А).
Значение [х в точке т0 будем обознача|ь [j.o. Пусть h неко-

некоторое число, отличное от нуля, и /«j ючка с координатами

($-(-А, т,). Расстояние точки т1 до т2(лг, у) обозначим

через рд.
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'

Рассмотрим выражение
'

#@,2)

B1)

Ксли при h —> 0 B1) имеет предел, то последний будет
производной по \ or интеграла (8). Теорема будет доказана,

если докажем сущее тование предела и ею принадлежнос1ь

Я@, сА, //).
Первая квадратная скобка в правой части B1) есть

, А) —?F, yj)

и, следовательно, отношение эгой разности к h имеет преде-

пределом g* . Так как ^-?/7@, с, //) и jjl0 = и. (?, т() ?Я@, Л, л),

ю предел первою слагаемого правой части B1) существует
и принадлежит Я@, сА, к'). Остается ю же доказать дл*

кюрого сла1аемого праной части B1).
Для этого докажем сначала, чю при h —> 0 стремится

к нулю следующее выражение:

_ J
2 |'p<2 |

>'|ft|

25 Зак. 749. H. M Гюнтер
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Интегралы по кругу р ^ 2 | h | оцениваются так. В силу не-

неравенства (9),

д 0,2)

2|Ь|

#@.2)

B3)

Учи1ывая, что круг р5 ^ 3 | А | содержи! круг
а также, чго

получил

1
'

V-

i:

f < - i Л 1

и, таким

—

l*o

(a —
• ^ —

4- A>.

образом,

A,2) ,

—
ил i

31 h I

1

0

интефал

/,, <
ly <

Pl^f

no

—

^o <

2nAc

кругу

Лр1 -|~^

0

5<2 A

A
,

* pi Wpi ' I' ¦

н— о j^ i" 1 i

стремится
к нулю при h—>• 0. Остается показать, что это же верно и

для интеграла по области р^.2|А|.
Так как

1 [/?(!, 2) /?@, 2) 1
"A L Pi Р J

равно значению производной по ? от — в некоторой точке

т'(;-{-Ь/г, ч)), то фигурная скобка в ипшрале B2) есть раз-

носгь значений -.¦; в точках т и т0 и, в силу неравен-
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ства A0), имеет оценку

Р'3
"

Так как для области р^.2[/г|, в силу неравенства 9 § 2,

имеем р' ^. у ,
то

ДA, 2) Я (О, 2) 1 d_R @, 2)
J д$ р

. B4)

Отсюда легко получаем, что часть интеграла B2) по области

2| h | меньше, чем

в1в??11^:1А|А|1 /v

-i
— a*-1] <cA\h\' ,

и, следовательно, интеграл B2) стремится к нулю при
Из доказанного следует, что

B5)

является пределом второго слагаемою правой части B1).
Остается показать, что интеграл B5) из класса Н@,сА, У).
Пусть т1 (?,, f)j) некоторая точка па расстоянии 8 от

%, ~цУ, обозначим u.1 = jj.1($1, vjj) и pt расстояние тх
до т.,(х, у).

Рассмотрим разность

- J

p < a«

+ ff[fr-
о > 28

p < ^

B0)

25*
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В юрой и мерный интефалы правой части B6) меньше

чисел

что получается, так же как и B3), если заме!И1ь, чю круг

р ^ 28 содержится в круге рг <[ 38. Для оценки грегьею

интеграла правой части B6), заметим, чго

д R\ , ./д .

-j- /W • -v </4p*- • —• -( j— ,

Pi
""

'/' Pi

где га' — некоторая точка отрезка mQmv В силу неравенства

(9) § 2 для области р^> 23 имеем Pi > 4-, о' > -^ , и поэтому

изучаемая разноси, не превосходи г

Таким образом, третий интеграл правой части B6) не

превосходит числа

ъ(с[Ъ I p'-
V J

которое меньше числа вида

c"AV\ @ < У < л),
и выбор ?" зависит oi выбора л'. Эгим теорема 3 полностью

докапана.

Перейдем к доказательству теоремы 4. Пусть от0 некото-

некоторая точка поверхности E). Примем ее за начало местной

системы координат 5, ч], С. Пусть /и1($, 7], С) некоторая
точка E) и т2(лг, _у> ¦?) точка шпефирования.
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Имеем:

= |j.B) -—-f——йз-\- ,аB)
со

f д?з. B7)

Первый ин!ei рал правой части B7) можно представить
в виде

,хту\ I srss COS (r.,ii) , , ,,. ч ,_. COS i
cos (ЛШ u B)— -^1-^-rfo04-cos(/V1Yi^ a B)

f ,хB)^(^

где инте1ралы являются функциями $, *г), С, имеющими непре-

непрерывные и ограниченные производные любого порядка по I, ч], С
в некоторой области, содержащей поверхность (?0)- Заменяя
в этих функциях С на F(l, ч\), получаем значения этих инте-

1ралов на (?0) как функций (?, yj) в (Ло). Так как F(?, ч\)
имеет непрерывные производные до порядка /-f-2, то это

же можно сказать и о значениях этих интефалов ла (?0),
которые, таким образом, принадлежат НA-\- 1, сА, 1) и тем

самым НA~\- 1, сА, к') в (Ло). Так как cos(A/j$), cos(/V1yj),
cos(/VjQ также принадлежат этому же классу, то первый
интеграл правой части B7) принадлежит НA-\-1, сА, /.').

Преобразуя второй интеграл правой части B7) тяк же, как

был преобразован второй интеграл правой части A), получим:

Г cos (r

(Л)

f(/»,)JP(w1)+(=^/%(w1)+^-J') ^rl(«i_)rfr//j, B8)
{V (х—6)s+0^?+№il

Так как cos(/V,^)^H(/-j- 1, ^, к) в (Ло), то второй инте-

1рал правой части B7) будет принадлежать Я(/-}-1, сА, к'),
если будет доказано, что интеграл в правой части B8) при-

принадлежит Я(/+1> сА, /,').
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Так как вместе с р(х, у) также ^(л:, y) = it(x, у) УС

X 1 -\- F% (wz0)-)- F^ (щ) принадлежит классу //(/, сЛ, к),
то достаточно показать, что

F{m%) — F{mti) -\- (%—х) Ft (m0) + (У1—у) l~T, (mo)

(Л)

где [).[?Я(/, сА, л), ^(л:, у)^НA~\-2, В, к), принадлежит

классу Н{1-\-\, с'А, I').
Доказательство этого утверждения такое же, как. и для

теоремы 3. Отметим небольшое различие.
Обозначив числитель подинтегральной функции в B9)

через \F\, получим, дифференцируя по ?:

и, следовательно, второй производной от { F ) по % не суще-

существует, если F?HB, В, а). Поэтому неравенства типа A0)
доказать нельзя, но можно утверждать, что

A

где ffti^j, iQ]) и /«!($, yj) — точки, расстояние между кото-

которыми равно 8, и р
— расстояние т1 до точки пц(х, у), лежа-

лежащей вне круга радиуса 2S с центром в т0. Последнее нера-
неравенство позволяет сделать те же заключения, для вывода

которых использовалось неравенство A0).
Апало1ично, если f?/f(l, В, к), то {F} производной

по ? не имеет и тогда нет неравенства A4), а следовательно,

и A6). Оно заменяется легко доказываемым неравенством

позволяющим сделать те же заключения, для вывода которых

использовалось неравенство A6').
Таким образом, теорема 4 доказана.



Николай Максимович

ГЮНТЕР

A871-1941)

БИОГРАФИЧЕСКИЙ ОЧЕРК

СПИСОК НАУЧНЫХ ТРУДОВ





БИОГРАФИЧЕСКИЙ ОЧЕРК

Автор настоящей книги — заслуженный деятель науки,

член-корреспондент Академии гаук СССР, профессор Ленин-

Ленинградского университета Николай Максимович Ггонтер.
Он родился 5 декабря (ст. стиля) 1871 г. После окон-

окончания гимназии и физико-математического факультета Петер-
Петербургского университета он был оставлен в 1894 г. при

Университет акад. А. А. Марковым для подготовки к науч-

научной деятельности. С этого времени вся научная деятельность
Н. М. Гюнтера была непрерывно связана с Университетом
вплоть до его смерти—-4 мая 1941 г.

Жизнь Н. М. Понтера, небогатая внешними событиями,
была полностью отдана науке и педагогической работе
в Университете и ряде других высших учебных заведений

Ленинграда.

Сорок семь лет Н. М. Гюнтер работал в Ленинградском
университете, больше тридцати лет в Ленинградском инсти-

институте инженеров путей сообщения и более двадцати лет в Педа-
Педагогическом институте. В течение ряда лет он работал на Выс-

Высших жеьских (Бестужевских) курсах и в Ленинградском
политехническом институте. Педагогической работой Нико-
Николай Максимович занимался до последнего месяца своей жизни,

превозмогая тяжелую болезнь (рак легких), и только за дне

гедели до смерти слег в постель. Один из авторов настоя-

настоящего биографического очерка часто общался с ним и вспо-

вспоминает, что и за эти последние две недели жизни все раз-

разговоры и интересы Николая Максимовича были направлены на

вопросы пауки и преподавания. Он совершенно не говорил
о своей болезни. Когда, за несколько минут до смерти, он

стал терять созгание, то это выразилось в том, что он начал

читать лекцию. Незадолго до кончины Николаю Максимовичу
была внезапно назначена операция. До поме,ще.ния в. больницу



394 БИОГРАФИЧЕСКИЙ ОЧЕРК

оставалось два дня, и Николай Максимович просил экстренно

устроить заседание Ученого совета Математического инсти-

института Ленинградского университета, на котором он доложил

результаты своей последней iаучной работы.
Исключигелы-ая преданность интересам науки и высокое

чувство долга — отличали всю многолетнюю деятельное гь

Н. М. Гюнтера.
Целый ряд разделов математики впервые были освещены

в Ленинградском университете в специальных курсах
Н. М. Гюнтера. Первый специальный курс „Теория алге-

алгебраических форм" был им проведен в 1904 г. Огромная
любовь к преподаванию своей науки красной нитью проходила

через всю его деятельность. Он преподавал всегда творчески.

Продумывая какой-либо новый курс, общий или специаль-

специальный, он всегда вносил в него новые мысли, находил новые

подходы к изложению материала. Лекции Гюитера воспиты-

воспитывали особую культуру математической точности и строгости
и привычку к ясному выражению мыслей.

Целый ряд математиков f атей страны прошел через не-

непосредственное руководство Н. М. Понтера и помнит то

внимание и ту необыкновенную отзывчивость, с которой
Николай Максимович относи-дся к каждой работе молодого

ученого. Сурово критикуя работу, он умел подбодрить чело-

человека, вдохнуть в него уверенность, что затруднения преодо-
преодолимы, и заставить его работать творчески самостоятельно.

Одной из характерных черт всей деятельности Гюнтера было

высокое чувство общественного долга, вытекающее из самого

его существа. Эта черта проявлялась во всей его работе как

преподавателя и организатора научной работы. Целый ряд
лет он состоял председателем Ленинградского математиче-

математического общества, и при нем деятельность Общества, до того

вялач и незаметная, резко оживилась. Возник и стал регу-

регулярно выходить журнал.
Когда в 1905 г. были прекращены занятия в Петербург-

Петербургском университете, Н. М. Гюнтер организовал „Вольный

университет". Среди лекторов этого „Вольного университета"
был покойный акад. А. Н. Крылов, который прочел „Курс
приближенных вычислений", изданный им впоследствии в виде

специальной книги.

Весьма интенсивной была деятельность Н. М. Гюнтера
в Ленинградском университете. Неутомимый организатор
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студенческих научных кружков, семинаров, он отдавал этому

делу свою огромную кипучую энергию. Всюду вносил он

высокую принципиальность, высокую организованность и

энтузиазм. Непосредственно участвуя в научной жизни страны,
он лично много сделал для расцвета этой жизни как глава

большой научной школы и неутомимый организатор многих

ценных начинаний.

Большой успех педагогической работы Н. М. Гюнгера,
особенно прочитанных им специальных курсов, в первую
очередь объясняется тем, чго вся эта работа была непосред-
непосредственно связана с его интегсивной творческой научной рабо-
работой. Эта работа была основой всей его деятельности.

Н. М. Гюнтер любил говорить, что настоящий ученый
работает все время, с утра и до вечеря, а не только, когда

он сидит за своим рабочим столом. Эти слова применимы
прежде всего к нему самому.

Когда он обучался в Петербургском университете и i а-

чигал в нем свою деятельность, в этом Университете были
свежи традиции II. Л. Чебышева— одного из крупнейших
математиков второй половины XIX века, основателя зьаме-

нигой Петербургской математической школы. Непосредствен-
Непосредственными учителями Н. М. Гюнтера были такие знаменитые

представители этой школы, как А. А. Марков и А. Н. Коркин,
и в работах Николая Максимовича мы имеем блестящее

продолжение и развитие славных математических традиций
Петербургской школы. Более поздние его работы по мате-

математической физике связаны с работами покойных акаде-

академиков А. М. Ляпунова и В. А. Стеклова, имегами кото-

которых, так же как и имегем Н. М. Гюнтера, гордится мате-

математическая общеегвенмосп-. нашей страны.
Ранние работы Н. М. Гюнтера относ-исч к общей теории

дифференциальных уравнений как обыкновенных, так и

в частных производных. Эти работы по большой части не-

непосредственно связаны с двумя диссертациями: его магистер-
магистерской диссертацией „О приложениях теории алгебраических
форм к интегрированию линейных дифференциальных урак-
нерий", которую он защитил в 1904 г., и его докторской
диссертацией „К теории характеристик систем уравнений
в частных производных", которую он защитил в 1915 г.

Общая теория обыкновенных линейных дифференциальных

уравнений и, в частности, вопросы приложения алгебраических
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форм к этой теории и разыскание тех случаев, когда урав-
уравнение интегрируется в алгебраических функциях, занимали

большое место в математике второй половины XIX в. В ма-

магистерской диссертации Н. М. Гюнтера пометен список

работ, связанных с темой диссертации. Этот список содержат

больше ста работ. Среди них работы таких крупных мате-

математиков, как Фукс (Fuchs), Шварц (Schwarz), Дарбу (Dar-
boux), Хальфен (Halphen) и др. В диссертации среди других

вопросов исследована задача интегрирования линейного урав-
уравнения с рациональными коэффициентами, если известна в

функции независимой переменкой некоторая форма с постоян-
постоянными коэффициентами, составленная из неизвестных частных

решений. Даны достаточные условия того, что общий инте-

интеграл уравнения
— алгебраическая функция, и рассмотрены

некоторые случаи, когда эги условия не выполняются. На

указанной основе построен теория уравнений второго порядка
с общим алгебраическим интегралом. В этом же направлении

рассматривается и теория уравнений третьего порядка. Кроме
получения рчда конкретных новых результатов, в диссерта-
диссертации приведены общие соображения, из которых непосред-
непосредствен! о вытекают полученные раньше результаты Фукса,
Шварца, Клейна, Хальфена и др.

Работы Н. М. Гюнтера по общей теории уравнений в

частных производных относятся к трем различным вопросам.

Первый круг вопросов связан с теорией исключения и общими

условиями интегрируемости систем уравнений. Если взять

произвольную систему дифференциальных уравнений /^=0
(i=l, 2,...,N) с несколькими функциями м,, м2,...,ик от

нескольких независимых переменных, такую, что в левые

части этих уравнений входят производные от мя до порядка яя,

а затем продифференцировать эти уравнения несколько раз

то среди алгебраических следствий этих уравнений могут
быть и такие, которые дают новые соотношения между про-
производными от ms порядка tie выше па. Пример подобного

рода дают системы первого порядка с одной функцией и ш

скобки Пуассона. Задача о характере и числе таких новых

соотношений по существу совпадает со следующей задачей

теории алгебраических форм: на данном базисе Fv...Fm
алгебраических форм степени я0 построен модуль, т. е. мно-

множество всех форм вида Ф = BiFl -\- ¦ • • -\~BmFm> r^e ^j—•
формы степени k; найти все линейно независимые такие
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формы данной степени и составить все зависимости вида

Ф==0. Эта задача была решена еще Гильбертом в 1890 г.

Он установил, что все тождества Ф==0 суть линейные ком-

комбинации некоторых s0 таких тождеств. Им было указано
число линейно независимых Ф для достаточно больших зна-

значений k > fe0. Теоремы Гильберта (Hilbert) содержали лишь

доказательства существования чисел s0 и k0. Оценки, выпол-

выполненные его методом, давали дли s0 и k0 громадные значения.

Н. М. Гюнтер указал регулярный процесс для построения
всех этих зависимостей. Вопросы эти представляют большие

трудности. До рабо! Гюитера было сделано несколько неудач-
неудачных попыток. Лишь ему удалось разобрать этот вопрос
полностью.

Ко второму направлению работ Н. М. Гюнгера по общей

теории уравнений с частными производными надо отнести его

докторскую диссертацию „К теории характеристик систем

уравнений в частных производных". В этой работе он дает

аналитическую теорию систем уравнений в частных произ-
производных весьма общего вида, так называемых систем Рикье.

Им разобрана следующая задача, которую естественно на-

назвать задачей Коши: найти значения производных любого

поря и<а от неизвестных функций м,,...,м„ на данной по-

поверхности xm
= b(xv...,xm_i), зная значения лишь неко-

некоторых первых из них. Задача эга разработана с исчерпы-
исчерпывающей полнотой.

В частности, Гюнтер дал полную классификацию характе-

характеристик систем Рикье.

Наконец, необходимо остановиться еще на работе об ана-

аналитических решениях уравнения ury = f(x, у, их,.. .,иуу).
В этой работе Н. М. Гюнтер разбирает задачу Гурса об

определении решения по его значениям на двух пересекаю-
пересекающихся кривых. Исследование проведет о с большой полнотой.

В этом исследовании Гюнгеру удалось в результате оценки

коэффициентов разложения неизвестной функции, выполнен-

выполненной с помощью применения уравнений в конечных разносihx,
дать критерий существования аналитических решений этой

задачи.

Огромными и разнообразными по содержанию и богатыми

новыми идеями являются работы Н. М. Гюнтера по вопросам
математической физики. Публикация этих работ началась

в" 1922 г. и продолжалась до последнего года его жизни.
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Первый большой цикл этих работ образуют работы, по-

посвященные одной из основных нелинейных проблем матема-

математической физики, а именно— задаче Коши и смешанной задаче

для уравнений гидродинамики. Основным результатом в слу-
случае задачи Коши является установление существования и

едшхтвенносги решения уравнений гидродинамики идеальной
несжимаемой жидкости мри наличии внешней силы, имеющей

потенциал. При этом предполагается, что жидкость заполняет

все пространство, и задано ьачальное поле скоростей. Это
поле характеризуется тремя непрерывными функциями, имею-

имеющими ограниченные производные, которые могут терпеть

разрыв при переходе через некоторые поверхности. Суще-
Существование производных второго порядка у начального поля

скоростей не предполагается. Исключай давление из урав-
уравнения гидродинамики применением к обеим частям этого

уравнения операции расходимости и использованием формулы
Пуассона, Гюнтер получил, переходч к составляющим ско-

скорости, три нелинейных интегральных уравнения для этих

составляющих. Правые части этих уравнений представляют
собою интеграл по времени от составляющих градиента не-

некоторого ньютонова потенциала, плотность которого содержит
нелинейно производные ог составляющих скорости. К этим

трем уравнениям добавляются еще три дифферегциальных
уравнения мп овенных линий тока, причем эти уравнения
записываются в интегральной форме. Полученные шесть

уравнений записываются в переменных Лагранжа, и к ним

нриуеняегся метод последовательных приближений.
Большая часть работы посвящена изучению вторых про-

производных ньютонова потенциала при малых предположениях
относительно его плотности. Результаты этого изучения при-

применяются при исследовании сходимости метода последова-

последовательных приближений.
Соверщещ,о по-иному строится метод последовательных

приближений для случач ограниченной задачи, т. е. для слу-
случая жидкости, заполняющей некоторый сосуд, который может

перемещаться заданным образом с течением времени и дефор-
деформироваться при неизменном объеме. Здесь, кроме начального

условия, мы имеем и пределы ое условие i а поверхности
сосуда. В данюм случае метод последовательных нриближе-
i ий построен ье ьа поле скоростей, а га поле вихрей, и

в качестве начального условия берется поле вихрей в i,a-
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чальный момент времени. Предварительно Гюнтер вывел

формулу, дающую поле скоростей по заданному нолю вихрей
в случае жидкости, заключенной в замкнутом сосуде. Для

безграничного пространства такая формула была дана Гельч-

гольцем. В случае замкнутого сосуда задача получения такой

формулы становится гораздо более сложной и требует ре-
решении задачи Неймана и преобразования некоторого потен-

потенциала простого слоя в потенциал двойного слоя, причем

в окончательные формулы входят, между прочим, производ-
производные этого потенциала двойного слоя. Основой метода после-

последовательных приближений здесь являются соотношения Коши,
коюрьге выражают составляющие вихря через их начальные

значения и через производные ог декартовых координат

жидкой частицы по лагранжевым переменным. В качестве

первого приближения для поля скоростей берется градиент
гармонической функции, решающей задачу Неймана, соответ-

соответствующую предельным условиям на границе сосуда. По этому

полю скоростей строятся мгновенные линии тока, и упомя-

упомянутые соотношения Коши дают первое приближение для
поля вихрей. Упомянутые выше формулы дают но этому

полю вихрей соответствующее поле скоростей. Таким обра-
образом получается второе приближение для поля скоростей, и

процесс продолжается, как и выше. Метод последовательных

приближений приводит к нолю скоростей, которое удовле-
удовлетворяет уравнениям Гельмгольца, вытекающим из соотно-

соотношений Коши. Далее следует обширное исследование, в

котором доказывается, что полученное поле скоростей дина-

динамически возможно, т. е. позволяет определить из уравнений
гидродинамики скалярное поле давлетия. Это сводится к

доказательству того факта, что полученное поле скоростей,

выраженное в переменных Лагранжа, имеет производную по

времени, а эта последняя производная имеет тгроизводиые
по лагранжевым координатам. Наличие этих производных
позволяет из наличия уравнений Гельмгольца заключить

о возможности определения давления так, как это было

указано выше. Как и в случае задачи Коши, сходимость

процесса доказана для некоторого конечного промежутка

времени.

Некоторые дополнительные осложнения возникают в гом

случае, когда область, занятая жидкостью, многосвязна.

Эта фомадная работа Гюнтера по смешанной задаче была
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напечатана в период времени с 1926 до 1928 г. в Известиях

Академии наук в виде большого мемуара, состоящего из

шести частей.

Основная проблема гидродинамики, рассмотренная в ра-
работах Н. М. TioHiepa, математически родствема другой
нелинейной проблеме гидродинамики, исторически связанной

с Петербургским университетом. Около семидесяти лет тому
ьазад 11. Л. Чебышев предложил своему молодому ученику
А. М. Ляпунову в качестве темы вопрос о фигурах равно-
песия жидкой вращающейся массы, частицы которой взаимо-

взаимодействуют по закону Ньютона. Одновременно с А. М. Ляпу-
Ляпуновым этой же задачей занимался Пуанкаре (Poincare).
Встречив на пути строгого решения этой задачи большие

трудности, Пуанкаре ограничился приближенным ^решением
задачи и заявил, что подобная задача, имеющая наглядный

физический смысл, не требует cipororo математического

решения. В одной из своих работ А. М. Ляпунов возражает

против такого мнения Пуанкаре и говорит, что после того,

как задача поставлена математически, она должна решаться
со всей необходимой математической строгостью. В своих

фундаментальных работах по гидродинамике Гюнчер оиался

верным этому завету А. М. Ляпунова.
Для осущестиления своих гидродинамических работ

Н. М. Гюнтер провел ряд исследований по классической теории
потенциала. В связи с этим он поставил себе задачу

—

систематически и строго изложить, ра основе главным обра-
образом работ А. М. Ляпунова, всю теорию потенциала. Это и

было сделано им в монографии „La theorie du potentiel el

ses applications aux problemes fondameiitaux de la physique
mathematique", перевод которой, с некоторыми дополнениями
и является содержанием настоящей книги.

Одновременно с работами по гидродинамике в 1925 г

появляется работа Понтера о лемме Пуанкаре, в KOTopot
было обнаружено Гюнгером, что эга лемма, лежащая в основ*

многих работ но математической физике, доказана Пуанкар!
тлько для областей, ограниченных выпуклыми нонерхностями
В работе Гюнгера 3ia лемма была впервые доказана в обще\

случае области, ограниченной поверхностью Ляпунова. Дока-
Доказательство требует тонких геометрических рассуждений, свя

занных с разбиением области на более мелкие части, дл;

которых лемма може! быть установлена.
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Мы переходим теперь к большому циклу работ Н. М. Гюн-
гера, который имеет своим началом применение метода

сглаживания, к операциям над ф)нкциячи, не имеющими

производных, и который затем привел его к новым по-

постановкам задач математической физики и к систематиче-

систематическому применению поняшя функций от областей и инте-

интегралов Стилтьеса к решению упомянутых задач в их новой

постановке.

Работы Н. М. Понтера по гидродинамике неоднократно

приводили его к необходимости оперировать с функциями,
которье не имеют достаточного числа производных для того,
чтобы к ним можно было применять обычные д ш рассматри-
рассматриваемою вопроса методы рассуждения. В ряде работ Гюнтер

применяет к такого рода вопросам анализа метод сглажива-

сглаживания. Этот метод, неоднократно применявшийся в работах
В. А. Стеклова, состоит в замене функции интегралом от

нее по малому переменному промежутку (х, x-\-h), деленному
на длину h этою промежутка. Этот прием может применяться
и в случае нескольких переменных. Полученную таким обра-
образом функцию Гюнтер называл обычно функцией Стеклова.
Первой работой Гюнтера в этом направлении была работа
„О действиях над функциями, не имеющими произзодных"
(Известия Академии наук, 1924). В этой работе он занимается

прежде всего решением уравнений хо\Х—А и gradA"=^,
где А— заданный вектор, являющийся непрерывной функцией
точки, и X — искомый вектор. Наличие производных у со-

составляющих заданного вектора не предполагается. В работе
дается необходимое и достаточное условие разрешимости

упомянутых уравнений. Если построить векторный ньютонов

потенциал В, приняв за плотность заданный вектор А, то

для разрешимости первого из указанных уравнений необхо-

необходимо и достаточно, чтобы div В была гармонической функцией,
а для разрешимости второго уравнения необходимо и доста-

достаточно, чтобы rotB был гармоническим вектором. В этой же

раГ.оте Гюнтер рассмотрел задачу в другой постановке,
а именно— он заменил упомянутые уравнения интегральными
cooi ношениями, которые получаются интегрированием уравне-
уравнений по некоторой области и применением формулы Гаусса.
Упомянутые условия оказываются необходимыми и достаточ-

достаточными и для разрешимости полученных интегральных соотно-

соотношений, причем составляющие заданного вектора достаточно

""К Зак. 749. Н. М Гютср
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считать только ограниченными интегрируемыми функциями,
а искомого вектора

— непрерывными функциями.
Мы остановились более подробно на содержании упомя-

упомянутой работы, так как она вьясняет та исходные точки зре-

зрения, которые затем привели Н. М. Гюнтера к коренному

пересмотру самих постановок задач математической физики.
Мзгод сглаживания, естественно, привел Гюнтера к общему
понятию аддитивной функции от оОласти. Вместо этого по-

понятия оч гбычно пользовался понятием средней функции. Это
есть частное от деле! ия функции от области на меру об-

области. Существенным моментом теории является определение

совокупности тех областей или множеств, для которых опре-
определена функция. Этот момент играет в дальнейшем роль

при построении понятия интеграла от средней функции.
Впервые понятие средней функции было применено Гюнтером
в задаче разложения заданной функции по функциям Кор-
Корна (Когп). В 1932 г. Гюнтер опубликовал » Трудах Физико-
математического института им. В. А. Стеклова большую
работу, содержащую около пятисот страниц, под заглавием:

„Sur les integrates de Stieltjes et leurs applications aux prob-
lemes de la physique mathematique". Пзрвые две главы

этой работы содержат систематическое изложение теории

средних функций и инте! рального исчисления для этих

функций. В третьей главе на этой основе строится теория

интегральных уравнегий. Эти исследования Н. М. Гютера

соприкасаются с исследованиями Радона (Radon) и Рисса

(Riesz).
Позднее Н. М. Гюнтер в ряде мемуаров вернулся к общей

теории интегральных уравнений в интегралах Стилтьеса и,

пользуясь представлением резольвенты в звезде Миттаг-Леф-
лера (Mitiag-Lefilei), построил спектральную функцию для

широкого класса таких уравнений. Эти работы Гюнтера имеют

много точек соприкосновения с известными работами Вейля

(Weyl) и Карлемапа (Carleman) по теории сингулярных инте-

интегральных уравнений. В одной из своих заметок Гюнтер пока-

показал, что частным случагм построенной им теории интегральных

уравнений яп.чяется тгория нагруженных интегральных урав-

уравнений, развитая в работах Кнезера (Kneser) и Лихтенштейна

(Lichtensteinj. В ряде работ Н. М. Гюнтер дал исчерпывающее

исследование яаер специального тита, а именно — ядер Фурье,
и интегральных уравнений с такими ядрами.
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До сих пор мы говорили лишь о математических вопросах,

связанных с теорией средних функций. Главным стимулом
развития этой теории для Понтера являлись вопросы матема-

математической физики. В 1928 1. Лебег (Lebesgue) во втором
издании своей книги „Lecons sur l'integration..." подчеркивает

ту роль, которую должны играть функции областей в вопро-
вопросах математической физики. До настоящего времени здесь

использовалось понятие функции точки только потому, что

имелась широко развитая теория тяких функций, а соответ-

соответствующей теории функции от областей не было построено.
Использование понятия функции точки привело математи-

математическую физику к абстрактным понятиям, которые не соот-

соответствуют реальной действительности явления, и основные

уравнения математической физики строятся в терминах этих

абстрактных понятий. Ряд искусственных дополнительных

граничений, которые приходится накладывать для решения

задач математической физики, происходит именно вследствие

неправильной их постанопки. Вместо того, чтобы говорить

о температуре в данной точке, естественнее говорить о сред-
средней температуре в данной области; вместо того, чтобы гово-

говорить о скорости в даггый момент времени, естесшенкее

говориib о средней скорости за данный промежуток времени;
вместо тою, чтобы говорить о нормальной производной в дан-

данной точке поверхности, естественнее говорить о потоке через

заданную область поверхности и т. д.' Принципиальное осве-

освещение этой точки зрения на ряде примеров было дано Гюн-

тером в чрезвычайно отчетливой и яркой форме в нескольких

небольших заметках. Назовем, например, работы „La theorie

des fonclions de domaines dans la physique mathematique
(Prace matematyczne-fizjczne, 1935); „О сглаживании функций"
(Ученые записки ЛГУ, 1937) и „О постановке некоторых

палач матемашческой физики" (Ученые записки ЛГУ, 1940).
Гюнтер не ограничился новой постановкой задач, но факти-
фактически провел решение в повой постановке для целого ряда

.чадам математической физики. •

В упомянутой выше большой работе 1932 г. Н. М. Потер
нроиодиг с новой точки зрения теорию потенциала и решение

:<адач Дирихле и Неймана. Остановимся, например, па поста-

постановке плдпчи Дирихле. Положим, на поверхности 5 тела D

задана некоторая средняя функция с? (з) от площадок этой

новерхнопи. Ищется 1армоническая функция внутри D при

26*
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условии, чтобы ее среднее значение по площадке з,, которая

стремится к площадке з, лежащей на 5, стремилось бы
к »(а). Задача имеет определенное решение, если »(о) — не-

непрерывна. Здесь новая точка зрения касается только пре-

предельных условий. Можно проникнуть с ней и в оператор

Лапласа. Сдвигая область ш в некотором направлении /, мы,

естественно, приходим к понятию производной »'г(со) от функ-
функции области ©(со) по направлению I. Сумма производных
второго порядка по трем взаимно перпендикулярным напра-
направлениям даег оператор Лапласа Д»(ш) ог функции от области.

Если v (х) есть ньютонов потенциал, плотность которого есть

некоторая средняя функция, и v (со) есть средняя функция v (х),
то, как показал Гюнгер, имеет место обобщенная формула
Пуассона. Наряду с этой формулой Гюнгер вводит повое

определение потока a(v) через поверхность з, — определение,

которое не требует производной от v, но включает в себе

интеграл по з от произведения vK, где К — средняя кривизна а.

Для этого потока Гюнтер установил формулу: Дг>(со) ш == з(v) з.

Все это дало ему возможность поставить и решить ограни-

ограниченную задачу теплопроводности на основе понятия потока

тепла. Это сделано в последней главе упомянутой выше ра-
работы 1932 г.

Неожиданным является применение теории потенциала и

обобщенного оператора Лапласа к задаче об общем виде

линейного непрерывного функционала U\<s(x)) в пространстве

непрерывных функций <?(х) трех независимых переменных.

Радон показал, что задача решается в виде интеграла Стилтьеса
от произведения »(х) и (со) rfco, где и (со) — некоторая функция
области. В работе „Sur les operations Нпёа res" (Phys. Zeitschr.

der Sowjetunion, 1933) Гюнтер показал, что функция м(со)
может быть построена следующим образом. Надо применить

функционал U к среднему значению потенциала Ньютона по

области (в с плотностью, равной единице. В результате по-

получится некоторая функция области со, и оператор Лапласа

этой функции, поделенный на (—4т:), и даст м(со).
В последних работах Н. М. Гюнтер приложил свои общие

идеи к рассмотрению задачи о малых колебаниях струны.
Основным является формула, выражающая отклонение струны
в виде интеграла от произведения функции Грина на сумму
внешней силы и ситы инерции. Заменяя ускорение средним
изменением скорости и переходя к средним функциям во
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внешней нагрузке и искомом отклонении, Гюнтер получил
интегро-дифференциалыюе уравнение. Эго уравнение было им

решено при предположениях, которые вполне оправдываются

физическим смыслом задачи.
В истории математической физики настоящий момент

является переломным. В результате проникновения в матема-

математическую физику идей и методов современной теории функ-
функций вещественной переменной и функционального анализа

коренным образом меняются наши представления о постановке

задач математической фи°ики, о методах их решения и

о самом понятии решения задачи. Эта перестройка матема-

математической физики находится в связи и с теми 1лубокими но-

новыми идеями, которые теперь возникают в теоретической
фишке. В той новой математической физике, которая теперь
строится, работы Н. М. Гюнтера займут почетное место.

Для этих работ характерной является следующая мысль, ко-

которую Н. М. Гюнгер высказал в одном из своих последних

мемуаров. Он говорит, что при применении метода сглажива-

сглаживания „задача, имеющая целью разобрать явление внешнего

мира, отчасти освобождается от стеснительных условий, на-

наложенных на нее по необходимости, вследствие ограниченности

наших средств, и природа, освобожденная о г этих стеснений,

начичает открывать свои тайны".

Но не только научные, педаюгические и общее i венные за-

заслуги нужно отмечать, вспоминая о Н. М. Г'онтере. Все,
имевшие близкое общение с ним, до конца своей жизни со-

сохранят память об этом человеке, который во всей своей

деятельности и в своих отношениях к людям был кристально

правдивым и честным человеком. Были у Н. М. Гюнтерп

друзья, но самым большим его другом была правда.

B. И. Смирноп

C. Л. Собо.тп
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составляющих скорости.— Изв. Акад. наук СССР, VI сер., 1927, т. XXI,
№ 7—8, стр. 621—650.

75. То же. Ч. IV.-Изв. Акад. наук СССР, VI сер., 1927, т. XXI,
№ 9—11, стр. 735—756.

76. То же. Ч. V, гл. 4. Случай многосвязной области.— Изв.
Акад. наук СССР, VI сер., 1927, № 15—17, стр. 1139—1162.

77. Об одном приложении теории замкнутости. Ч. I.—Изв. Акад.

наук СССР, VI сер., 1927, № 1—2, стр. 63—94.
78- Об одном приложении теории замкнутости. Ч. II.— Изв.

Акад. наук СССР, VI сер., 1927, № 3—4, стр. 255—272.
79. Об основной задаче гидродинамики.— Изв. Физ.-мат. инст.

им. В. А. Стеклова, 1927, т. II, стр. 1—168, с 3 табл.
80. Об уравнениях гидродинамики.— Журн. Ленингр. физ.-мат.

общ., 1927, т. I, пып. 2, стр. 240—247. (Резюме на франц. яз.).

1928

81. Замечание об интегралах Стилтьеса.— В кн.: Труды Всеросс.
математ. съезда (М., 27 апреля — 4 мая 1927 г.). М.— Л., 1928,
стр. 193—195.

82. О движении жидкости в многосвязной области.— В кн.:

Труды Всеросс. математ. съезда (М., 27 апреля — 4 мая 1927 г.).
М.—Л., 1928, стр. 256-258.

83. О движении жидкости, заключенной в данном перемещаю-

перемещающемся сосуде. Ч. VI.— Изв. Акад. наук СССР, VII сер., отдел, физ.-
мат. наук, 1928, № 1, стр. 9—30.

84. О задаче Неймана.— Математ. сборник, 1928, т. XXXV, вып. 1,
стр. 139—219. (Резюме на франц. яз.).

85. О линейных уравнениях первого порядка в частных произ-

производных с двумя независимыми переменными.— В кн.: Сборник
Ленингр.

¦ инст. инж. путей сообщ., Л., 1928, вып. XCVII, ч. Ill

(Строит, и прикл. механика и математика), стр. 115—126, с 2 черт,
(Резюме на англ. яз.).
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86. О научных достижениях В. А. Стеклова.— В кн.: Памяти

В. А. Стеклова, Л., 1928, стр. 1—12.

87. Труды В. А. Стеклова по математической физике.— В кн.:

Памяти В. А. Стеклова, Л., 1928, стр. 49—77.

1929

88. Дополнение к статье: „О системах линейных уравнений пер-
первого порядка в частных производных с двумя переменными неза-
независимыми".— В кн.: Сборник Ленингр. инст. инж. путей сообш,, Л.,
1929, вып. CI (Прикл. механика, геодезия, математика), стр. 315—325.
(Резюме на англ. яз.).

89. Сборник задач по высшей математике. Изд. 4-е, доп. и испр.
М. —Л., Гос. изд-во, 1929. Ч. I, 256 стр., с черт. Ч. II, 135 стр.
с 8 черт. (Совместно с А. А. Адамовым, А. П. Вилижаниным,
А. Н. Захаровым и др.).

90. Sur une app Icatlon des Integrates de Stieltjes au probleme
de Neumann.—C. R. de l'Acad. des sciences a Paris, 1929, t. CLXXXIX,
№ 13, pp. 447—450.

1930

91. Сборник задач по высшей математике. Изд. 5-е, доп. и испр.
М.— Л., Гос. изд-во, 1930. Ч. I, 256 стр., с черт. (Совместно
с А. А. Адамовым, А. П. Вилижаниным, А. Н Захаровым и др.).

92. Sur 1еч Integrates de Stle'tje*- genera'Isees.— Atil del Congre«so
Internationale del matematlcl (Bologna, 3—10 sett., 1928), t. II, Bologna
A930). pp. 313—324.

1931

93. Основы математической физики. Ч. I. Интегральные урав-
уравнения. Л., Центр, тип. Наркомвоенмора, 1931, 176 стр., с 3 черт.
(Литографиров.).

94. Сборник задач по высшей математике. Ч. I. Изд. 6-е, М.— Л.,
Гос. научно-техн. изд-во, 1931, 256 стр., с 49 черт. (Совместно
с А. А. Адамовым, А. П. Вилижаниным, А. Н. Захаровым и др.).

95. Сборник задач по высшей математике. Ч. II. Изд. 5-е, доп.
и испр. М.— Л., Гос. изд-во, 1931, 169 стр., с черт. (Совместно
с А. А. Адамовым, А. П. Вилижаниным, А. Н. Захаровым и др.).

96. Sur le mouvement d'un Hqulde enferme dans un vase qul se

dep'ace.— В кн.; Atti del Congresso Internationale del matematlcl
(Bo'ogna, 3—10 sett, 1928), t. V, Bologna A931), pp. 183—191.

1932

97. Памяти В. А. Стеклова.— Записки Харьк1вського Математ.
Товариства i Укра1нськ. 1нст. математ. наук, 1932, сер. 4, т. V,

стр. 3—5.
98. Сборник задач по высшей математике. Изд. 7-е, испр. и

доп. Л.— М., Гос. техн.-теорет. изд-во, 1932. Ч. I, 230 стр., с 33 черт.
Ч. II, 300 стр., с 89 черт. (Переработка под редакцией Н. М. Гюн-

тера и Р. О. Кузьмина),
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99. Les fonctions moyennes el les integrates de Stie'tjes.— В кн.:

Verhand'ungen des Internationaten Mathematiker Kongress (Zurich,
1932), 11 Bd., Zurich und Leipzig, s. a., S. 128—129. (Краткое изло-

изложение доклада).
100. Sur le potentlel newtonien.— С R. de J'Acad. des sciences

a Paris, 1932, 1. CXCIV, № 5, pp. 446—449.
101. Sur le probleme du refroidissement.— C. R. de l'Acad. des

sciences к Paris, 1932, t. CXCIV, № 6, pp. 538—541.
102. Sur les integrates de Stieiljes ef teurs applications aux pro-

blemes fondamenlaux de la physique malhematique. Л., Изд-во Акад.
наук СССР, 1932, 494 стр. (Труды Физ.-мат. инст. им. В. А Стек-

лова, т. I).
1933

103. Сборник задач по высшей математике. Изд. 8-е, Л.— М.
Гос. техн.-теорет. изд-во, 1933. Ч. 1, 280 стр., с 40 черт. Ч. И, 312 стр.,
с 31 черт. (Переработка под редакцией Н. М. Понтера и Р. О. Кузь-
Кузьмина).

104. Сборник задач по высшей математике. Ч. Ш, Л.— М., Гос.

техн.-теорет. изд.-во, 1933, 368 стр., с 35 черт. (Переработка под
редакцией Н. М. Гюнтера и Р. О. Кузьмина).

105. Sur le probleme des „Belastete Integraigleichungen".— Studla
mathematica, 1933, 1. IV, pp. 8—14.

106. Sur Jes Operations Hnealres.— Physika'. Zeitschr. d. Sowjel
Union. 1933, Bd. Ill, H. 2, S. 115—139.

107. Э. Уиттекер и Г. Робинсон. Математическая обработка ре-
результатов наблюдений. Перев. с англ. В. М. Озерецкого, Н. С. Самой-
Самойловой и В. П, Цесевича. Л.— М., Гос. техн.-теорет. изд-во, 1933,
363, 1 нен. стр., с 19 рис. (Редакция перевода Н. М. Гюнтера).

1934

108. Интегрирование уравнений первого порядка в частных

производных. Л.—М., Гос. техн.-теорет. изд-во, 1934, 359 стр., с 2 черт.
109. Сборник задач по высшей математике. Ч. II, изд. 9-е,

Л.— М, Гос. техн.-теорет. изд-во, 1934, 312 стр., с 31 черт. (Пере-
(Переработка под редакцией Н. М. Гюнтера и Р. О. Кузьмина).

ПО. La theorie du potentiel et sea appiicatioas aux probiemes fon-
fondamenlaux de la physique malhematique, Paris, Oauthler—Villars,

1934, 303 pp., avec 49 fig.

1935

111. Интегралы Стилтьеса в математической физике и в теории

интегральных уравнений.— В кн.: Труды 2 Всес. математ. съезда

(Л., 24—30 июня 1934 г.), 1935, т. 1, стр. 271—317, с 9 черт.
112. О спектральной функции некоторых эрмитовых интеграль-

интегральных уравнений.— Доклады Акад. наук СССР, нов. сер., 1935, т. IV,
№ 8—9, стр. 29Э—302.

113. La theorie des foncfions de domalnes dans la physique mathe-

raaljque.— Prace malemalycEno-fUyzne (Warszawa), 1935, vol. XL1V,
pp. 33—50. Publie a la memoire de L. Lichlenstein).
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114. Sur la fonclion spectraic dc certaines equations integrates
Iiermitiennes.— С. R. (Doklady) de l'Acad des sciences de I'URiS,
nouv. ser. 1935, vol. IV. № 8—9, pp. 315—318.

115. Sur la re=o'vanie dc certaines equations integrates hermitien-
nes.—С R. de l'Acad. des sciences a Paris, 1935, t. CC, № 31, pp.
1714—1716.

116. Sur qnclques applications nouve'les de la theorie des fouctions
de domaines a la theorie des equations integra'es, I partie.— Математ.
сборник, 1935, т. XLII, вып. 3, стр. 279—384. (Резюме на русск. яз.).

117. Э. Уиттекср и Г. Робинсон. Математическая обработка
результатов наблюдений. Перев. с англ. В. М. Озерецкого, Н. С. Самой-
Самойловой и В. П. Цесевича. Изд. 2-е, Л.— М., Гласи, ред. общетехн,

лит-ры, 1035, 363, 1 неп. стр., с 19 рис. (Редакция Н. М. Гюнтера).

1936

118. О модулях алгебраических форм,—В кн.: Труды I Всес.
съезда математиков (Харьков, 1930), М.— Л., 1936, стр. 240—253.

119. О распространении сферических ио.ш в газах.— Труды
Ленингр. индустр. ннст.. 1936, № 10, раздел физ.-мат. наук, вып. 3,

стр. 17—29.
120. Об одном интеграле, аналогичном интегралу Фурье.—

Доклады Акад najK СССР, нос. сер., 1936, т. IV, № 7, стр. 289—291.

121. Sur ie=i liquations integrates aux no\aux du tvpe Fourier de
M. H. Weyl. Жури. Iiict. математ. Акад. наук УССР, 1936, № 2,

стр. 21—46.
122. Sur line fntegrale analogue a l'lntegrale de Fourier.— C. R.

(Dok'adj) de l'Acad. des sciences de l'LJRSS,'nouv. ser.. 1936, vol. IV
(XIII), № 7 (III), p. 301—303.

123. Шарль Эрмит, Курс анализа. Перев. В. М. Озерецкого
с 4 франц. изд. Л.— М., Главн. ред. общетехн, лит-ры, 1936, 383 стр.,
с 69 рис. (Редакция Н. М. Гюнтера).

124. Sur la theorfe de fermeiuie. Rendlc. del Circolo Matem. di
Palermo, t. LX, 1936, p. 1—11.

1937

125. О сглалпваиии функции н связанных с ним чадачах.—

Ученые записки ЛГУ (№ 17), 1937. т. III, стр. 51—78.
126. Сборник задач по высшей математике, Ч. I, 9-е иенр. изд.,

Л.— М., Гл. ред. техи.-теорет. лит-ры, 1937, 272 стр., с 40 черт.
(Редакция совместно с Р. О. Кузьминым).

127. Sur les noyaux du type Fourier.— Изв. Акад. наук СССР.
ОМЕН, сер. математ., 1937, № 3, стр. 315—354. (Резюме на русск. яз.),

128. Sur quelques app'icatlons nouveUes de la Iheorie des fonctions
domaines a ia rheorie des equations integrates (Seconde partie).
(О некоторых новых приложениях теории функций от областей

к теории интегральных уравнений. Вторая часть).—Математ. сбор-
,

^

пик, нов. сер., 1937, т. "II (XLIV), вып. 2, стр. 197—274. (Резюме
на р}сск. яз.).

129. Sur qiie'ques applications nouvelies de Ja theorie de3 fonclioiH
de domaines a la theorle des equations Integrales. (Seconde parile),
(Fin). (О некоторых новых приложениях теории функций от областей
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к юорин HiiTcipaibiib.x уравнений). (Вторая часть). (Окончание).—
Маге чат. сборник, нов. сер., 1937, т. II (XLIV), шли. 3, стр, .487—463,
(Резюме на русск. яз.).

130. bur !es noyaux du tvpe Fourier. Изв. Акад. наук СССР,
сер. матем.. № 3, 1937, стр. 313—354. (Резюме на русск, яз.),

1938

131. 36ipr»iK задач в вшцо! математики. Ч. I. Пер. в рос, !) вид.

Харьк., Держ. паук.-техн. вид-во, 1938, 244 стр., с черт. Перера-
Переработка под ред. проф. Н. М. Гюнтера и Р, О. Кузьмина).

132. К теории интегралов Стилтьеса -- Радона и интегральных
уравнений.— Доклады Акад. паук СССР, нов сер., 1938, т. XXI.
№ 5, стр. 219—223.

133. Сборник задач по высшей математике. Ч. I. 10-е испр, n.i i.,

Л.— М.. Гл. ред. техн.-теорет. лит-ры, 1938 (Редакция сонмсгпк)
с Р. О. Кузьминым), 272 стр., с 40 черт.

134. Сборник задач по высшей математике. Ч. III. 2-е иснр, изд.
Л.— М., Гл. ред. техн.-теорет. лит-ры, 1938. 339 стр., с Я1) ncpi
(Редакция совместно с Р. О. Кузьминым).

1939

13-5. К общей теории интегральных уравнении. Доклады Акад.

наук СССР, т. XXII. № 5, 1939, стр, 21.">—2Ю.

1940

136. О постановке некоторых задач магматической фишки
Ученые записки ЛГУ, № 59, стр. 12—26.

1941

137. Замечание об интегралах Hellinger'a. Доклады Акад. наук
СССР, т. XXX, № 2, 1941, стр. 99—102.

138. Об интегральных уравнениях третьего рода. Доклады Акад.
наук СССР, т. XXX, № 8, 1941, стр. 677—680.

1948

139. К задаче о малых колебаниях струны, Ученые записки

ЛГУ, серия матем., вып. 15, 1948 (посмертно)"


